Rentesregning

Vi skal kigge pa hvordan en "lille” rente kan have stor
betydning pa den samlede geeld. Vi skal kigge pa lanetyper og

opsparings samt geldsformlerne.

Version 5.1

Sct. Knud
Henrik S. Hansen

Dine dremme
er kun et klik
vaek...

Lan op til
25.000 kr. nu

Ny baerbar, ferie eller bare ren og skaer
forkaelelse? Nu kan det blive virkelighed. Og
hos F.Usk laner du pa dine betingelser:

Vi blander os ikke i hvad du bruger
pengene til

Fa pengene direkte ind pa din konto
Bestem selv hvor meget du vil betale hver
maned

Opgaver til haeftet kan hentes her.

Facit til opgaverne kan hentes her.

PDF

PDF



https://www.dropbox.com/s/y92yxm6c3w9gfk7/Rentesregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
https://www.dropbox.com/s/948xgs2n02pll5k/Rentesregning_Nspire_opgaver_facit.pdf?dl=0
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Procentregning

Rentesregning er blot en udvidelse af den velkendte procentregning. Der er ikke mange, der er i
tvivl om, hvordan man beregner salgsprisen for en vare, nar man kender kgbsprisen og fortjenesten
i procent. (video)

Kort fortalt: procent betyder pr. hundrede.

120
100

Hvis vi skal tage 23% af 120kr, sa gar vi falgende 23 =27.6 eller % 120 = 27.6

Lav opgaver i heeftet

Fremadgaende rentesregning
Nar vi skal ligge en procent til tal, kan vi gange med fremskrivningsfaktoren.

Definition: Fremskrivningsfaktor

En fremskrivningsfaktor er pd formen (1+r), hvor r = % og kaldes for vaekstraten. P er det antal
procent som skal laegges til.

Saetning: Fremskrivning med procent

Man leegger p procent til et tal K, ved at gange det med fremskrivningsfaktoren

K1=Ko'(1+1")

Bevis: (video)
Nyt tal = Gl tal + procent

p
K1=K0+K0'W

Kl == KO + KO T
K1 = Ko(l + T')
Hermed bevist.

Setningen geelder ogsa hvis der skal treekkes procent fra. | det tilfeelde er r (altsa vaekstraten) blot
negativ.

Eksempelvis:
Hvis vi skal leegge 25% til 8000kr far vi 8000 - 1.25 = 10000

Lav opgaver i heftet
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https://youtu.be/B5YxqLck9Ns
https://www.dropbox.com/s/y92yxm6c3w9gfk7/Rentesregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
http://www.youtube.com/watch?v=6GrUyaDiRuI&feature=youtu.be
https://www.dropbox.com/s/y92yxm6c3w9gfk7/Rentesregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Tilbagegaende rentes regning

Nar vi som forbruger keber en vare, far vi normalt opgivet prisen incl. moms, som er den pris, som
vi skal betale. Mange virksomheder har dog brug for at kende prisen uden moms. Under
fremskrivning beregnede vi en procentvis fremskrivning ved at gange med fremskrivningsfaktoren,
sa hvis vi skal tilbage igen, kan vi bare dividere med fremskrivningsfaktoren. (video)

Altsa vi bruger at K; = K, * (1 + r), som kan skrives om K, = %

Eksempelvis:

54.95kr
1.25

En pose kaffe koster 54,95kr i Netto. Prisen uden moms ma vare = 43.96kr

Lav opgaver i heeftet

Indekstal

Indekstal er beregninger, som viser de procentvise @ndringer i en talreekke. Indekstal er saledes en
omregning af de absolutte tal til procenttal. (video)

Med udgangspunkt i et basistal, der seettes lig med 100, udtrykkes alle de andre tal som procenter
heraf. Den herved fremkomne talreekke kaldes et (simpelt) indeks.

Men hvad skal vi bruge det til???

Indekstal har oftest til formal at belyse den tidsmaessige udvikling i talstarrelser eks. prisen for en
bestemt vare kontra lgnstigningerne. Der veelges et bestemt ar, basisaret, som sammenlignings ar.
Ofte veelges det farste ar som det ar, hvor talstarrelsen settes lig med 100.

aktuelt ar

Indekstallet bestemmes ved formlen: Indekstal i iyerr ar = 100

basis ar

Tabellen viser hvordan en vare og lgnnen har udviklet sig i perioden 2001-2009

Arstal 2005 2006 2007 2008 2009 2010
Pris 12.00 12.25 12.50 13.25 13.75 14.5
Indekstal 100 102.08 104.17 110.42 114.58 120.83
for varen

Indekstal 100 102.9 106.2 110.9 114.1 116.5
for lgnnen

Indekstallet for 2006 er beregnet ved Indekstal,yp = % -100 = 102.08
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https://youtu.be/13kR2wRQPpM
https://www.dropbox.com/s/y92yxm6c3w9gfk7/Rentesregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
https://youtu.be/gxKPXppG4Wg

Vi kan se, at godt nok har prisen pa vores vare &ndret sig en del, men det er farst de sidste ar, at den
har andret sig mere end hvad lgnningerne har gjort. VVores kgbekraft er derfor blevet darligere (vi
kan kabe feerre is for de samme penge).

Indekstallene kan altsa bruges til at sammenligne procentvise @ndringer med hinanden. Den hurtige
leeser kan se, at indekstallet indeholder en procentvis fremgang i forhold til basisaret ©

Lav opgaver i heeftet

Vejet indekstal

Hvis vi skal kigge pa flere poster samtidig, eksempelvis &ndringen i boligudgifter (husleje,
ejendomsskat og varme, lys og vand) og sige noget om den samlede udgifts endring ar for ar,
benytter vi os at et vejet indekstal. (video)

Det er klart at meget tunge poster, skal vaegte tungere end lette poster, sa vi kan ikke bare tage et
direkte gennemsnit af indekstallene for de enkelte poster.

Vi omregner vores poster til procent ud af den samlede udgift. Denne procent er sa den andel som
posten far lov til at bidrage med ud fra dets indekstal.

Vores eksempel kunne se saledes ud

Udgift Indekstal
Husleje 85000 112
Ejendomsskat 16000 127
Vand, lys og varme 19000 136

Samlet er der udgifter for 120000kr.

Andele i procent

85000

i . — )
Husleje o000 100 =71%
Ejendomsskat 10999 . 100 = 13%

120000
19000
. — )
Vand, lys og vand o000 100 =16%

Vejet indekstal bliver s3 0.71-112 + 0.13-127 + 0.16- 136 = 118

Det vi har fundet nu er det VEJEDE gennemsnit af indekstallene.

Lav opgaver i heftet
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https://www.dropbox.com/s/y92yxm6c3w9gfk7/Rentesregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
https://youtu.be/FKdt9CsFmVs
https://www.dropbox.com/s/y92yxm6c3w9gfk7/Rentesregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Rentesregning

Rente er et belgb man betaler for at lane penge. Renten betales af den, der laner pengene ©. Laner
vi penge i banken, sa betaler vi renter til banken for at lane pengene, og setter vi penge i banken, sa
betaler banken os renter for at have radighed over pengene. (video)

Prgv at undersgge hvad renten er for indlan og udlan i en tilfeeldig bank, hvilken rente er hgjest og
hvorfor???

Iseer i bankerne stgder vi pa udtrykket p.a. hvilket betyder pro anno (pr. ar). Men det betyder ikke,
at det er den rente, som vi rent faktisk skal betale.

Hvis en bank skriver 16% p.a. med kvartalsvis rentetilskrivning, sa betyder det, at der hvert kvartal
bliver lagt 4% til. Dette vil give en effektiv rente pa ca 17% (se senere).

Dette kaldes for AOP (&rlig omkostning i procent). Dette belgb er i regnet renters rente, gebyrer
og andre skjulte betalinger for ydelsen. I skal ALTID kigge pa AOP og IKKE pd renten alene....

Eksempelvis

Olsen satter 3000kr i SUPER-Banken og far 16% p.a. med kvartalsvis rentetilskrivning.

Kvartal 1 star der nu fglgende pa Olsens konto 3000 - 1.04 = 3120
Kvartal 2 star der nu fglgende pa Olsens konto 3120 - 1.04 = 3244.8
Kvartal 3 star der nu fglgende pa Olsens konto 3244.8 - 1.04 = 3374.59
Efter 1 ar star der fglgende pa Olsens konto 3374.59-1.04 = 3509.58
Dette svarer til en stigning pa 350:50% 100 = 16.99%.

Desverre far vi bare ALDRIG s&dan en god rente pd indlan....

Lav opgaver i heftet
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https://youtu.be/H1KCQaB8jy8
https://www.dropbox.com/s/y92yxm6c3w9gfk7/Rentesregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Seetning: Kapitalfremskrivningsformlen

En kapital K, der forrentes med en rente p. VVokser pa n terminer til:

K, =Ky (1+71)" hvorr = % og kaldes rentefoden

(1 + r) kaldes for fremskrivningsfaktoren og her er r = %

Bevis: (video)

Vi lader en kapital K, med en procent p over n terminer

Farste gang Ki=Ky - (1+71r)

Anden gang K,=Ky-(1+7r)-(1+71)

Tredje gang Ki=Ky-(1+7r)-(1+r)-(1+7)

Den n’te gang K,=Ky-(1+7r)-(1+r)-QA+r)-...A+r)=K,- (A +1r)"

Hermed bevist.

Eksempel.

Vi laner 5000kr hos F.ldusen til 18% p.a. med manedsvis rentetilskrivning. Hvor meget skylder vi
efter blot et ar?

18/12
100

Der er 12 maneder pa et ar, sa n = 12, rentefoden (vaekstraten) bliver r = 0.015

Dermed skylder vi K;, = 5000 - (1 + 0.015)*? = 5000 - 1.015'2 = 5978.09

Lav opgaver i heftet

Men rentesregning handler ikke kun om banker og
penge, men om veekst, sa ovenstaende kan ogsa
beskrive en given veekst. Vi skal senere se at
eksponentielvaekst faktisk er givet som
fremskrivningsformlen..

Pa grafen til hgjre kan vi se et eksempel pa
udviklingen i rentes renter. Den viser at 5000kr over

120 terminer vokser til omkring 30000kr...... e .
20 40 60 80 100

120 N
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http://www.youtube.com/watch?v=WXmRU1TbMfI&feature=youtu.be
https://www.dropbox.com/s/y92yxm6c3w9gfk7/Rentesregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Saetning: Gennemsnitlig rente /vaekst

Den gennemsnitlige rente/vaekstrate kan bestemmes ved

Ty = VaA+r)A+r) .- (A+n) -1

Hvor ry, 1y, ....., 1, er renterne/vaeksten de forskellige terminer

Bevis: (video)
Efter n-terminer med variabel rente har vi nu fglgende kapital
K,=Ky,-(1+r)A+7r) ..-.(1+n,)
Havde vi brugt en gennemsnitligrente ville det se saledes ud
Kp=Ky (1+1,)"

Da K,, = K,, far vi at

n-faktorer n-faktorer
A )

Ky - él +rg)(1 + rg) I (1 + rg)\‘= K, - él +r)A+r)..-(1 +rn)\

Ko (1+1,)" =Ko (L +1m)A+1) s (1+13)

(1+7) =@ +r)A+7) - (1 +7,)

T4+, =YA+r)A+7r) . (1+1)

Ty = T{/(1+r1)(1+r2)-...- 1Q4+n)—-1

Hermed bevist

Eksempel

En population af fluer vokser et ar med 9%, sa falder den med 11% og de sidste to ar vokser den
med 2% om aret. Hvad er den gennemsnitlige veaekst?

r, = 3(1+0.09)(1 + (—0.11))(1 + 0.02)(1 + 0.02) — 1 = 0.0023

Dette svarer til en veekst pa 0.23% pr. ar.

Lav opgaver i heeftet

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



http://www.youtube.com/watch?v=y4-YepeGypo&feature=youtu.be
https://www.dropbox.com/s/y92yxm6c3w9gfk7/Rentesregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Lan

Vi kommer alle ud for pa et tidspunkt at skulle lane nogle penge i banken. Det kunne vare vi skulle
ud og kebe bil, lejlighed eller hus. Her betaler vi ikke det hele tilbage pa en gang, men deler det op i
sma bider (som banken vil vaere med til). (video)

Der er MANGE forskellige slags 1dn, men nar de skal betales, sa er det ’ens” for alle. Det vi betaler
kaldes ydelsen. Den indeholder séa vores egentlige afdrag pa lanet og renter for lanet.

ydelse = rente + afdrag

Det belgb som star tilbage i banken efter en ydelse kaldes for restgelden. Det belgb vi starter med
at lane kaldes for hovedstolen.

Der findes som navnt mange forskellige lanetyper. Blot for at naevne nogle eksempler:
Fast forrentede (rente ligger fast)

Variabelrente (renter kan varierer)

Afdragsfrie 1an (vi betaler kun renter)

Med eller uden renteloft

Lan med afdragsfrihed.

Og séd videre......

Men koger vi det hele ned til en basis, sa kan vi skelne mellem to lanetyper. Serielan og
annuitetslan.

Et par nyttige termer til den videre bearbejdning er

p.a. : Pro Anno og angiver renten pa et ar.

Termin: Hver termin tilleegges der renter. En termin kan veere hver maned, kvartal, halv arligt osv.
Vigtigst er at den ligger med et fast interval.

AOP: Arlig omkostning i procent og er den rente som indeholder ALLE udgifter pa et 1&n. Der er
derfor den klart vigtigste at kigge efter ved et lan.

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium


https://youtu.be/9rcwL8QA9TM

Serielan
Dette er en lanetype, som kraever overblik og en fast styring af sit manedlige budget. Til gengeld er

den billigere end annuitetslanet. Det er SIALDENT brugt i banken, men er ret almindeligt nar

private laner penge af hinanden, fordi det et let at beregne afdragets starrelse. (video)

Serielanet har lige store afdrag hver termin. Det betyder at efterhanden som restgelden bliver

mindre, sa falder rentebelgbet og ydelsen bliver derfor mindre og mindre.

Eksempelvis:

Vi laner 5000k til et keleskab af svigerfar. Renten er 10% p.a. og vi afdrager 1000kr om aret.

Skemaet vil se séledes ud:

Vi kan bestemme afdraget til afdrag = Sosﬂ = 1000

Ar Geeld Rente Afdrag Ydelse Ny restgeeld
1 5000 500 1000 1500 4000
2 4000 400 1000 1400 3000
3 3000 300 1000 1300 2000
4 2000 200 1000 1200 1000
5 1000 100 1000 1100 0
Sum 1500 5000

Vi kan se at det har kostet os 1500kr at lane de 5000kr. Nedefor ser vi det illustreret som diagram.

1600
1400
1200
1000
800
600
400
200
0

Ar1

Ar2

Ar3

Ara

Ars

M Rente

m Afdrag

Lav opgaver i heeftet
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https://youtu.be/7avGXetMJkY
https://www.dropbox.com/s/y92yxm6c3w9gfk7/Rentesregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Annuitetslan
Er meget udbredt nar vi laner penge i banke. Det giver et let overblik over den manedlige gkonomi,
da ydelsen er fast hver maned, til gengeld er det dyrere pa den lange bane. (video)

Annuitetslanet har en fast ydelse, og efter som rentebelgbet er forskelligt fra gang til gang, eftersom
vi jo ogsa afdrager pa lanet, sa er afdragene og forskellige fra gang til gang.

Saetning: Gaeldsformlen

_1—(1+r)‘"

G=y -

y er ydelsen, G er vores hovedstol, r er vores rentefod og n vores terminer.

Bevis: (video)

Vi skal se pa restgaelden umiddelbart efter hver ydelse. Vores udgangspunkt er, at der tilfalder rente
far ydelsen. G er hovedstolen og y vores ydelse.

l.termin: G =G-(1+r)—y
2.termin: G, =(G-1+r)—y)A+r)—y

=G - (1+7r)2—y(A+1r)—y
3.termin: G3=(G-(1+7r)2—y(A+7r)—y) A +1r)—y

=G - (1+7r)2—yA+7r)2—-—y(1+71)—y
n.termin: G, =GA+7r)"—yA+r)" 1 -y +r)" 22— . —yA+1)2 -y +1)—y
Efter n terminer er vores lan betalt tilbage og derfor ma G,, = 0
Dette giver os nu

0=GA+r)"—yA+)" T —y@+)" 2= . —yA+1r)?—-y(A+1)—y
Viisolerer nu G(1 + r)™ og kalder ligningen for (1)
yA+r) " 4+ y@A+r)" 2+ +yQ+r)2+yA+r)+y=G6A+r)"
Vi ganger derefter igennem med fremskrivningsfaktoren (1 + r), og kalder denne for (2)
A+ T+yA+r)" 2+ . +yQA+r)?+yA+r)+y)A+7r)=G6A+r)"*(A +71)

yA+r)"+yA+)" 4+ +yA+ ) +yA+ )2 +y(1+7r)=G6A+r)" (1 +71)

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



https://youtu.be/FPjxPdG7tt4
http://www.youtube.com/watch?v=EpXSgqtabqg&feature=youtu.be

Nu treekker vi (1) fra (2) fordi det er skide smart ©

GAl+r)"1+r)—GA+r)"
=yA+)"+yQ+r)" 1+ +yA+7r)2+yQ+7r)2+y(A +7)
—(A+r) " T+ y@+ )" 24ty + )P+ y(A+ 1)+ y)

GA+r)"+6A+r)"r—GA+nr)"
=y +)"+yA+r) "1+ +yQ+7r)3+yA+7r)2+y(1+7)
—y@A+r)"—y@A+r)" 2= —y(A+7r)2—y(1+71)—y

Nar vi sa har forkortet sa mange led veek som muligt far vi
GA+r)*r=y(1+nr)"—y

GA+r)"r=y((Q+r)"-1)

G_y((1+r)"—1)_ (A+n"-1 1+n" 1
T @A+nner =Y A+rn-r '<(1+r)”-r_(1+r)”-r>

—y< 1+ 1 1>_ < 1+ (1+r)_n.l>

(1+r)”-r_(1+r)”.; A+r)-r 1 r
(LGt e

r r r

Hermed bevist

Eksempelvis:
Vi laner 5000kr til et kaleskab af Ruin Banken. Renten er 10% p.a. og der er arlig rentetilskrivning.

Skemaet ser saledes ud:

Ydelsen bestemmes til y = 5000 L_ = 1318.987
1-(1+0.1)~5

Herefter kan afdragene bestemmes ved afdrag = ydelse — rente

Restgeeld Rente Afdrag Ydelse Ny restgeeld
Ar1 5000,000 500,000 818,987 1318,987 4181,013
Ar2 4181,013 418,101 900,886 1318,987 3280,127
Ar3 3280,127 328,013 990,974 1318,987 2289,153
Ara 2289,153 228,915 1090,072 1318,987 1199,081
Ars 1199,081 119,908 1199,079 1318,987 0,002
Sum 1594,937466| 4999,997534

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



1400,000

1200,000

1000,000

800,000

M Rente

600,000

m Afdrag

400,000

200,000

0,000
Ar1 Ar2 Ar3 Ara

Samlet set koster det os ca. 1595kr at 1&ne de 5000kr i banken

Lav opgaver i heftet

Hvis vi omvendt kan betale 1400kr til en ny bil hver maned og renten er 6% p.a. med manedlig
rentetilskrivning. Vi kan kun betale dette belgh de naste 2 ar. Hvor stort et belgb kan vi sa lane?

Hertil benytter vi blot geeldsformlen igen.

1-(4r)T"

G=y -

Dette vil give os falgende belgb at lane for.

G = 1400 - - (1+0.005)7 31588
- 0.005 B

Prov at kigge pa “Beregning af grundlén.xls”, hentes HER. Her er der lavet et skema, som viser
forskellen mellem et serieldn og et annuitetslan. | kan selv indtaste de relevante oplysninger og se
forskellene.

Som slut kommentar kan navnet, at de selv flexlan med variabel rente har formen “annuitetslan”,
da den i princippet bestemmer en ny ydelse hver gang rente &ndre sig.

[ 12
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https://www.dropbox.com/s/y92yxm6c3w9gfk7/Rentesregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
https://dl.dropboxusercontent.com/u/39967093/Noter/Illustrationer/Beregne%20grundlaan.xlsx

Annuitetsopsparing/annuitetslan

Vi har nu behandlet diverse lane og opsparingstyper, hvor vi har lant ét belgb eller sat ét belgb ind,
men hvordan ser det ud hvis vi sparer op over flere gange, eller laner over flere gange (eksempelvis
SU lan). (video)

Overordnet set er det samme princip om vi satter penge ind fast eller far penge udbetalt fast. Det
ene opbygger blot en positiv kapital og den anden opbygger en negativ kapital (geeld).

Saetning: Annuitetsformlen

Hvis man indbetaler/ldner det samme hver termin, sa vil den samlede opsparing/geeld kunne
beregnes ved

1+r)"—1
o A
T

n

Hvor K,, er vores slut kapital/opsparing, b er vores belgb pr. termin, r er rentefoden og n er antal
terminer.

Bevis: (video)

Vi skal se pa saldoen umiddelbart efter hver indbetaling. Vores udgangspunkt er, at der farst
tilfalder rente efter indbetalingen og far den naste finder sted.

1.indbetaling: K, =b

2.indbetaling: K, =b(14+71r)+b

3.indbetaling: Ky =(MbA+7r)+b)(1+7r)+b
=b(1+7)2+b(1+71)+b

n.indbetaling K,=b(1+7r)*"1+b(1+7r)" 2+ +b(1+7r)3+b(1+7r)2+b(1+71)+b

Denne sidste ligning kalder vi (1).

Nu ganger vi (1) med fremskrivningsfaktoren (1 + r), og kalder den nye ligning for (2)

K1+ =0bA+)"1+bA+7)"2++b(A+1r)2+b(1+7r)+b)(A+71)
K,(1+7)=bA+7r)"+b(A+r)" 14+ +b(1+7r)3+b(1+7)2+b(1+71)

Nu treekker vi (1) fra (2), af den simple arsag at det er smart ©
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K,(1+7r)—K,
=b(1+r)"+b(A+r)" 1+ +b(A+7)3+b(A+1)2+b(1+71)
—(bA+r)" 1+ b@A+r)" 2+ +b(A+7)3+b(A+1)2+b(1+71)+b)
Nar vi har ryddet ud i leddene far vi tilbage
K,(1+r)—K,=b(1+7r)"—b
K,+K, r—K,=b((1+1r)"—1)

K, r=b(1+7r)"—-1)

o b+t -1

n

r

1+7r)"—-1
o OHT 1

Hermed bevist

Eksempelvis:

Vi gnsker at optage et SU-Ian til 4% p.a. med manedlig rentetilskrivning. Belgbet udbetalt hver
maned er 2807kr (hentet fra http://www.su.dk/SULaan/satser/Sider/default.aspx)

Efter 2 ar har vi faet udbetalt 2807kr - 24 = 67368kr, men hvor stor er vores gald

4 \24
12 | _
1+10 1

K = 2807kr - 7 ~ 70014kr
12
100

Hyvilket giver os en “ubetydelig” renteudgift pa 2646kr. MEN geelden skal jo sa efterfalgende
afvikles som et annuitetslan til 2% p.a. med kvartalsvis rentetilskrivning (betales pr. kvartal).

Vi kan afregne 2000kr pr. kvartal til det er afsluttet. Vi kan her finde endelige antal terminer ved at
2\
1—(1+%>
lgse 70014kr = 2000kr - ————, hvilket giver n = 38.6

2
4
100

Samlet set skal vi altsa betale 2000k - 38.6 = 77200kr. tilbage. Vi kommer altsa til at betale ca.

Samlet set betyder det, at det koster os 2646kr + 7186kr = 9832kr at lane 67368kr, og vi henger
pa gelden i MANGE ar....... Taenk lidt over den ©.
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