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Differentialligninger
I dette haefte skal vi beskaftige os med differentialligninger. I modsatning til almindelige ligninger,
hvis lgsninger oftest er tal, sa er differentialligninger, ligninger som indeholder bade den afledte (y*

eller blot %)' og funktionen selv, og hvor man skal finde en funktion, som Igsning. Den ubekendte i

denne ligning er altsa funktionen f(x) (eller y, om man vil). (video)

Et eksempel er logistisk vakst, som eksempelvis fremkommer i populationer, hvor der ikke l&engere
er optimale levevilkar lengere.

For at simplificere dette, sa lad os kigge pa ynglende kaniner.

Seetter vi kaniner lgs i naturen vil de i starten yngle eksponentielt, og vaeksthastighed vil derfor veere
givet ved falgende, hvor y er antallet af kaniner og x er tiden.

dy

dx
Det er nerliggende at teenke, at veeksthastigheden er proportional med antallet af kaniner. Hvis vi
teenker os, at der er dobbelt sa mange kaniner, sa ma der veere dobbelt sa mange, som yngler osv.
Se eventuelt ”Fra kaniner til differentialligninger.pdf” ved at klikke her.

Dette skrives som .
Hvor k er proportionalitetsfaktoren, der forteller, hvor hurtigt veeksten foregar.
Day # 0, ma der geelde, at den relative vaeksthastighed (veeksten i forhold til populationen) er

1d
Y —k

5 =
Men denne vaekst fortsaetter ikke. | stedet for en konstant praver vi med en aftagende lineaer
funktion, som viser, at den relative vakst vil falde lineert i takt med antallet y.

1 dy b

y dx @y
Denne omskrives nu lidt

Y - ay)

dx y ay

=va(2-)

dx a a Y

Kaniners vakst kan altsa opstilles som en sakaldt logistisk differentialligning, som vi ser n&ermere
pa senere.

Men hvordan lgser vi sa differentialligninger:
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https://youtu.be/tfQPpJTTYj0
https://dl.dropboxusercontent.com/u/39967093/Noter/Tillaeg/Fra_kaniner_til_logistiskvaekst.pdf

Eksempelvis:
Z—Z = 2y eller skrevet anden notation f"(x) = 2 - f(x)

Vi skal altsa finde en funktion eller flere, som opfylder at nar vi differentierer den, sa er resultatet
det samme som 2 gange funktionen selv.

En lgsning kunne veere en af funktionerne
filx) = e, f,(x) = —6e* eller f3(x) = —3e?**2 eller.......

En made at teste lgsningerne er ved at indsette dem i ligningen og se om ligningen passer.

Eksempelvis:
Eftervis, at f(x) = e3*~2 opfylder differentialligningen Z—z = 3y. (typisk form for UHM)
Jeg indsatter nu den givne funktion i ligningen og ser om den passer
(e3%72)" = 3(e3%72)
(Bx —2) - e3¥72 = 3e3%2
3e3X~2 = 3p3x-2
0=0

Altsa er f(x) en lgsning til den givne differentialligning.

- ja, faktisk enhver funktion af formen f(x) = c - e3**¥ vil opfylde vores differentialligning i
ovenstaende. Denne kaldes for den fuldsteendige lgsning til differentialligningen.

Her er tallet ¢ og k konstanter - oftest kaldes disse for en integrationskonstanter. Sadanne konstanter
optreeder naesten altid i differentialligningers lgsninger. Man taler om den generelle/fuldstendige
lgsning til differentialligningen.

Ix+2
f(r) =e » Udfort

—I(.f(x))=3- f(\c) - true

dx

I Nspire kunne dette let lgses ved

Da Nspire skriver “true” sé er det sandt.

Lav opgaver i heeftet
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https://www.dropbox.com/s/hegv7s35v3qhkd4/Differentialligninger_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Linjeelementer

(1,2-2)

mening. (video)

T Hzldningen pa elementet er -2

Til at illustrere lgsningerne til differentialligninger, kan vi benytte os af
linjeelementer. Hvis vi husker pa, at f'(x) er haldningen pa tangenten til
grafen til tiden x for funktionen f(x), sa giver begrebet linjeelement mere

Pa billedet til venstre ses et eksempel pa et linjeelement i punktet (1,2).

Vi kunne kigge pa 2—2: = x2 — x — 2. Fra vores viden om integralregning, kan vi her bestemme

vores funktion til f(x) =y = §x3 - %xz — 2x + ¢, hvor ¢ er en konstant, men hvordan forlgber

de?

Hvis vi for hver x-veerdi beregner Z—z, sa kan vi tegne sma bider af tangenten i det pageeldende

punkt.

Eks. hvis vi indseatter x = 1, sa fas at % =
x2—x—-2=1>-1-2=-2
Nu tegner vi i punktet (1, y) en lille streg

med healdningen -2. Leeg maerke til at
uanset valg af y, sa er haldningen den

samme (i dette tilfeelde). Overvej hvorfor.

Et sadan linjeelement skrives som

(%0, Vo; f'(x0)). | punktet (1,3) vil
linjeelementet hedde (1,3;-2).

| | | i 710
Pa denne made kan vi udfylde hele vores koordinatsystem. Se figuren til hgjre

Nu kan vi danne os et indtryk at lgsningskurvens forlgh. Vi kan se tre eksempler pa lgsningskurver,
der er tegnet op, og vi kan se, at der er mange flere. Leeg maerke til at den eneste forskel pa kurverne

er konstanten. Den fuldstendige lgsning er altsa y = §x3 - %xz —2x +c.

I Nspire kan linjeelementer tegnes

som vist pa billedet. — f B
BEL 2vis »

Husk at @ndre til y (i den rgde \%jj::::z::"wwév :Ii;:nn:zn ' |

cirkel). Eller kald eventuelle y pd  »jozse + | A3 Poametremsting |

Bt 6. Undersgg graer » | e apotzer igning |

hgjreside for eks. y1.

- 7:Tabel

&4 8:Geometn

171 @ ndstilinger

Lav opgaver i heftet

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



https://youtu.be/atQsl9O1Eh4
https://www.dropbox.com/s/hegv7s35v3qhkd4/Differentialligninger_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Vigtig information fra differentialligningen
I mange tilfelde kan man traekke veerdifuld information ud af den differentialligning uden at lgse

den. Dette haenger sammen med, at Z—z er et udryk for haeldningen pa tangenten til y, eller et udtryk
for vaeksthastigheden til en konkret funktionsveerdi.

Tangenten til lgsningskurven gennem et givent punkt
Vi kan i mange tilfeelde nemt bestemme en tangent til lgsningskurven, hvis blot vi far oplyst et
punkt som kurven gar gennem. (video)

Eksempelvis:

. C e ay _ yx
Betragt differentialligningen ==Y > 2.

Bestem ligningen for tangenten til grafen y i punktet P(1,3)

Ligningen for tangenten er t(x) = f"(xo) (x — x¢) + f(x0)

Daf'(x)=y = % sa kan vi nemt bestemme differentialkvotienten til (1) = % =3

Nu kan vi opskrive forskriften t(x) = 3(x — 1) + 3 = 3x

Lav opgaver i heeftet

Monotoniforhold
Hvis en funktion er fastlagt ved en differentialligning, kan vi i nogle tilfelde udtale os om
monotoniforholdene uden at lgse ligningen. (video)

Eksempelvis:

d
£=(x+2)(y—3), XE€ERogy >3

Monotoniforholdene er fastlagt ved fortegnene af Z—z.
y > 3 sikreros at (y — 3) > 0.
Derfor har % samme fortegn som (x + 2). Lgserx + 2 =0, x = —2

Dahvisx = —10sder (—10 4+ 2) = —8, hvisx = 10 sd er (10 + 2) = 12. Dermed bliver vores
fortegnslinje

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



https://youtu.be/0mk9m9dMkpU
https://www.dropbox.com/s/hegv7s35v3qhkd4/Differentialligninger_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
https://youtu.be/oYB5b8fhQqQ

dy
dx - O +
X -2

y \ min /

v

y er dermed aftagende pa intervallet | — co; —2]
y er dermed voksende pa intervallet [—2; oo[
y har et globalt minimum i x = —2

I Nspire kunne det se saledes ud. Det er her tydeligt at se af veeksthastigheden er negativ sa leenge x
er mindre end -2 positiv for x stgrre end -2

4y [ E20-2)2 ]
R

d1

-1 en

Lav opgaver i heeftet

Lgsning af differentialligninger
Afhangig af udtrykket for vores differentialligning, sa er der forskellige mader at lgse disse pa. Vi
vil nu introducere nogle af lgsningsformlerne. Vi vil kigge pa:

e Lgsning ved stamfunktion
e Separation af variable
e Lineer differentialligning
e Den logistiske ligning

Hvilken type af lgsning, vi vaelger, afhenger af udtrykket for vores given differentialligning. Nar vi
lgser en differentialligning uden at fa angivet et punkt/betingelse til ligningen, s& kaldes denne for
den fuldstendige lgsning.
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https://www.dropbox.com/s/hegv7s35v3qhkd4/Differentialligninger_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Lgsning ved stamfunktion
Vi sa tidligere at en fuldsteendig lgsning til Z—z =x?—x—-2varf(x)=y= §x3 — %xz —2x +c,
da hvis vi indsatter f(x) i differentialligningen, sa passer den. (video)

Seetning: Stamfunktion

En differentialligning af typen

dy
T gx)

har for enhver kontinuert funktion g den fuldsteendige lgsning:

y = fg(x)dx+c

Bevis: (video)

Forudseetningen at g er kontinuert sikrer, at der eksisterer en stamfunktion, da vi ved at enhver
kontinuert funktion har en stamfunktion. Dermed far vi iflg. definitionen pa stamfunktion

y=fg(x)dx+c

Hermed bevist

Eksempelvis:
Bestem lgsningen til differentialligningen % = x3, hvis graf gar gennem P(2,1)

Vi starter med at bestemme den fuldsteendige lgsning til y

1
y=jx3dx+c=zx4‘+c

Nu kan vi sa finde vores konstant ¢ ved at benytte vores viden om gennemlgbspunkt.

1=22%+c, altsd vil 3 A
4 deSolvely'=x" and _1,*(2)=1,x;; ry=—-3
-3 =c 4
Den lgsningen er fundet til _ 13-6. 1y /
h :
4
=—x"—3
I Nspire kunne vi gere det ved | 2
"10.12 ' 1 o
fllx)=——-3
| | | . ¥ 4

Lav opgaver i heeftet
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https://youtu.be/Gy5Y3Uf133M
https://youtu.be/H4VkuM1Gvmo
https://www.dropbox.com/s/hegv7s35v3qhkd4/Differentialligninger_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Separation af variable
Separation af variable gar ud pa at adskille de variable -med andre ord at samle x pa den ene side og
y pa den anden. (video)

Som inspiration benytter vi falgende fremgangsmade, som er inspireret af Leibniz:

Hvis vi kigger pa udtrykket

,  2x
y =
y
Sa kan dette skrives som

dy 2x
dx vy

Vi lader som om, dy og dx er talsterrelser

ydy = 2xdx

For at komme af med dy og dx, sd integrerer vi, og husker at den eneste forskel pa de to sider da vil
veere en konstant.

jydy=12xdx+c

1

2 _ .2
_ — +
SyP=xttc
y? =2x? + 2c

Hvis vi sa far af vide at lgsningskurven lgber igennem punktet P(3,8), sa kan vi bestemme hvad ¢
skal veere.
82=2-32+2c

64 — 18
=2

> 3=c

Sa nu har vi fglgende
y2=2x%>+2-23=2x*+46
y = +/2x2% + 46

Da y-veerdien 8 er positiv, er lgsningen derfor
y =+/2x? 4+ 46

og da 2x2 + 46 er positiv uanset valg af x, s er definitionsmangden alle reelle tal. Der er altsa
ingen forbehold at tage.

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium


https://youtu.be/kTDOFbPBM1E

I Nspire kan vi det saledes. | den gverste del bestemmer jeg lgsningen analytisk og nederst ser vi
lasningen grafisk og at den passer med den analytiske.

X | 2
solve(deSolve(y'=2- —and _y(3)=8,x)y) ,_y)[y>0 F =2 ('\:A+23)

) | x

y ==

11 | ¥
Coya) (3 LB 39 E

ﬂ(x)=J2-x‘+46
1

1
9.9 . -1.38 1 [ 101

Lav opgaver i heeftet

Nar vi sa skal kigge lidt mere handfast (og matematisk korrekt) pa teorien bagved, har vi falgende
setning.

Saetning: Separation af variable

Vi betragter en differentialligning af typen

Y g h

2 = 90) - h(x0)
Hvis h(x) er kontinuert i et interval | pa farsteaksen og g(v) er kontinuert i et interval J pa
andenaksen, samt at g(y) # 0, sa har differentialligningen de samme lgsninger som

fﬁdy:fh(x)dx+c

Bevis:

Vi tager udgangspunkt i differentialligningen
dy

T g() - h(x)

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium


https://www.dropbox.com/s/hegv7s35v3qhkd4/Differentialligninger_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Da g(y) # 0 ma vi dividere med den pa begge sider eller blot gange med ﬁ

dy
90 dx "

Vi ser pden lgsningy = f(x) og dermed den afledt Z—z = f(x).

Det indsettes i differentialligningen

1
f'(G) = h(x)
9(fe)
Da h(x) er kontinuert, har den en stamfunktion, og da de to funktioner pa hhv. hgjre og venstresiden
er ens, er deres stamfunktioner ogsa ens, sa den eneste forskel pa den ene stamfunktion og den
anden er en konstant ¢

fg(f( )) - f! (x)dx—fh(x)dx+c

Hvis vi sa omskriver venstre siden ved integration ved substitution, da fas

y=fx) <=> ZL=f() <= >mdy dx

Indsat fas

f FrGOdx = f - fQLd
9(fx) 90 f() an ™

Samlet gav det os at

1d fh()d+
()y x)dx +c

Hermed bevist

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



| eksemplet med y' = 27" villevifaat g(y) = %og h(x) = 2x

1
deyszxdx+c
y

fydyszxdx-i-c

1

—_y2 = 2

> y x“+c
Nu isolerer viy

y? =2x%+2c

y = +4/2x2% + 2¢

Lav opgaver i heeftet

Den lineaere differentialligning

Den lineare differentialligning er af typen % + h(x) -y = g(x). Det karakteristiske ved disse

ligninger er, at den afledede y~ afhanger lineart af y i den forstand, at koefficienterne er funktioner
af x (og ikke konstanter som i linezre funktioner). (video)

Seaetning: Linezer differentialligning

Vi betragter en lineer differentialligning

—oHhE) Y = g0

hvor h og g er kontinuerte funktioner

Den fuldsteendige lgsning til denne ligning er
y — e_H(x) . f eH(x) . g(x)dx + Cc* e_H(x)

hvor H(x) = [ h(x)dx + k er en vilkarlig stamfunktion til h(x)

Bevis: (video)
Vi tager udgangspunkt i differentialligningen
y' +h(x)-y=gXx)

Sa far vi den idé at gange med en (forelgbig uspecificeret) kontinuert funktion w(x) # 0 pa begge
sider af lighedstegnet

w(x) - (v +h(x)-y) =w(x) gx)

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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https://www.dropbox.com/s/hegv7s35v3qhkd4/Differentialligninger_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
https://youtu.be/Yy9RVPLoucA
https://youtu.be/Taojgk7VEwc

0g ganger ind i parentesen
w(x) -y +w(x)-h(x) -y =w(x) - g(x)
Hvis vi nu kan veelge funktionen w(x), sa w’(x) = w(x) - h(x) vil vi have
w) y' +w @)y =wk) gk

ifglge produktreglen vil (w(x) - y)’ = w(x) -y’ + w'(x) - v, hvilket kan hjalpe os videre.

Jagten pa funktionen w, sadan at w(x) # 0 og w’(x) = w(x) - h(x) gar ind:

Idet vi ved, at

e h(x) er kontinuert, sa den har en stamfunktion H (x)

e den naturlige eksponentialfunktion (e*) har den egenskab, at den afledede er
funktionen selv

o differentiation af en sammensat funktion giver et produkt af de afledede af hhv. den
indre og den ydre funktion

kunne det veere umagen veerd at undersgge funktionen w(x) = 7™
w'(x) = (e"®) = H'(x) - e® = eH® . p(x)

Idet vi satte w(x) = e?@ far vi

w'(x) = w(x) - h(x)
Da eksponentialfunktionen er positiv, er betingelsen w(x) # 0 ogsa opfyldt.
Vi har nu altsa fundet en funktion, der opfylder de gnskede betingelser, og fortsatter sa, hvor vi slap

w(x)  y' +wx)-h(x)y =w) - g(x)
vi udnytter, at w(x) - h(x) kan erstattes af w'(x)
w() Yy +w )y =wk) - gk)

og anvender produktreglen

W) y) =wk) - g(x)

w(x) -y er altsa en stamfunktion til w(x) - g(x)

wx) y= fw(x) g(x)dx +c

Da w(x) # 0, kan vi dividere med den pa begge sider, og far dermed y

1
Y= wx)

-(fw(x)-g(x) dx + ¢)

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



1 1 _ .
oo = oGy = € " iflg. det

udvidede potenshegreb. Dermed fas den fuldsteendige lgsning

Vi indsetter nu forskriften for w(x) = e”™ og udnytter, at

y =e H® . (f eH® . g(x) dx + ¢)
eller ved at gange ind i parentesen
y — e_H(x) . .[- eH(x) . g(x)dx + Cc- e_H(x)

Hermed bevist.

Eksempelvis:

Bestem den Igsning til differentialligningen y’ + 2 - x -y = 4 - x - e, hvis graf gar gennem
punktet P(0,3).

Dette er en linezr differentialligning pa formen Z—z + h(x) -y = g(x), med

h(x) = 2x, hvilket giver os H(x) = x2 og g(x) = 4 - x - ¥’

Vi kan nu bestemme den fuldstendige lgsning:
y — e_H(x) . f eH(x) . g(x)dx + Cc: e_H(x)

42 2 2 a2
y=e* -fex “dx-e¥dx+c-e™™

Ved brug af potensregnereglerne fas
y=e*". j 4x - e dx +c-e™*’

Ved integration ved substitution med t = 2x? og dermed % = 4x, fas % =dx

dt
J’=e"x2-f4x-eta+c-e‘x2 =e‘xz-fetdt+c-e_"2

—x2 a2
y=e ¥ -et+c-e™

ved indsattelse af t = 2x?

—x2 2 22
y=e* e 4c-e™*

og endelig ved brug af potensregnereglerne har vi den fuldsteendige lasning til
xz

y=e* +c-e”

For at bestemme c, benytter vi vores punkt P(0,3)

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



Nu kan vi opstille lgsningen til opgaven til
y = e +2-e7%

2

[ Nspire kan laves ved kommandoen

expand (desolve(y’ +2-x-y=4-x-e* and y(0) = 3, x, y)) Sy =e" +—=
e

M 2
) v -4.x.ex —2-x-y

En grafisk lgsning ville se

saledes ud Oy (0 .3 ;I,?

Lav opgaver i heftet

Den logistiske ligning

Hvis en population har ubegraenset adgang til fede
og ingen dgdelighed, vil dens vaksthastighed veere k
proportional med populationens starrelse, og M T
veeksten vil veare eksponentiel, men en sadan

ubegranset veaekst er ikke realistisk. Sa vaeksten vil

pé et tidspunkt begynde at ”ga i sta”. (video) ‘

Den logistiske vaekstmodel tager hgjde for, at / -
omgivelserne indvirker pa vaeksten, sa X
veeksthastigheden aftager, nar

populationsstarrelsen nermer sig en gvre greense M ogsa kaldet baereevnen. Modellen kan

formuleres som differentialligningen

dy _ v
Ix = ay( y)

hvor y er stgrrelsen af populationen, x er tiden, og a (den indre veekstrate) et mal for, hvor hurtigt
populationen nar sin gvre greense. Denne logistiske ligning blev ferst indfart af den belgiske
statistiker P.F. Verhulst (1804-49).

Somme tider ses differentialligningen ogsa som

13
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https://www.dropbox.com/s/hegv7s35v3qhkd4/Differentialligninger_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
https://youtu.be/Qd5-qiwS6j0

—~ =vy(h—
I y(b —ay)

Saetning: Den logistiske ligning 1

Den logistiske ligning
dy
Z = M —
1= M -y)

har for 0 < y < M lgsningerne

T 14 c-e-aMx

hvor c er en positiv konstant.

Men som naevnt sa ses ligningen ogsa til tider som Z—z =y(b — ay).

Den eneste forskel er at M = S.

Saetning: Den logistiske ligning 2

Den logistiske ligning

dy b
2 =Y —ay)
harfor 0 <y < Z lgsningerne
b
_ a
Y= T4c-ebw
hvor c er en positiv konstant.
Bevis:
. . dy . 0 - 2
Antag at y(x) er en lgsning til e y(b — ay). Viskal sa bare vise at y = Py

Vi far en god ide, lad z = % altsa at (Z(x) = ﬁ) Der gealder altsa at z er en sammensat funktion,
hvor i er den ydre og y er den indre.

. T £ e S
Da bliver z" = (y) y :

y? y?
Da y er en lgsning til differentialligningen, ma der geelde at % =y =y(b—ay)
— —a- — 2
Dette givernuz’ = 228D _0ray” _ 24— _p.lig=g-b-2=a—b-z
y y y y y

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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Losningentil z- = a — b - z ma veere z(x) = % + k - e~ hvor k er en konstant da

b a
Ck-e™) =a=b-G+k:-e™
O—b-k-e?P*=q—a—b -k-eb*
—b-k-e?*¥=—p -k-eb*
0=0

1 0 . 1 a —h. 0 . .. 0 0 . .
Menda z = 5 a har vi nu at 555 + k - e~b*, S& hvis vi isolere y, s& ma vi have lgsnings formlen

1 _a —b-
==tk -eb*
y b

1 —
B + k- e~bx
2
bra _p. =Y
a(prheer)
b
. =Y
1+ a ck-ebx
Da bade a, b og k er konstanter, sa vil Z k=c
Og dermed fas
b
—a =
1+c-ebx 7
Skal ligning et vises, sa sattes M = g, hvor ved vi far
M
=Yy

_ 1+c-eMax
Hermed bevist
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Eksempelvis:
En population af rotter udvikler sig efter en funktion y som funktion af tiden t, som kan beskrives

ved fglgende differentialligning

dy _ 2500
i ay( y)

Pa det tidspunkt hvor der er 750 rotter er vaeksthastigheden 25.
Vi kan hermed bestemme konstanten a

25 = a - 750(2500 — 750)

1
Q=™ 0.000019

dy

== 0.000019 - y(2500 — )

Vi kan hermed opstille et udtryk for ligning ved:

2500 2500
Y=7 T C - e-0.0000192500C | 4 ¢ - g—0.0476¢

Konstante ¢ kan bestemmes da vi far at vide at der til tiden 0 var 250 rotter.

2500 2500

250 = =
14c-e 004760 1 4 ¢

250 + 250c = 2500

T 250
Dermed kan lgsningen opskrives til

_2250_9 y

==

2500
T 1+9.g-00476t

y

Hvis vi tegner den ind, sa kan vi se, at rotterne pa sigt vil stagnere
ved 2500 rotter.

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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| Nspire kunne det lgses ved
solve(25 = x - 750 - (2500 — 750),x) » x =

1
52500
1

desolve (y’ = -y - (2500 — y) and y(0) = 250, ¢t, y) — 2500 -

"~ 52500

(1.04877)¢t
(1.04877)t+9

(1.04877)t
(1.04877)t+9

S8 y(t) = 2500 -

Lav opgaver i haeftet

f(x)

Egenskaber ved den logistiske vakst. b
M eller -

Hvis vi kigger pa lgsningen til den logistiske
differentialligning, sa har den nogle egenskaber som er
veerd at kigge lidt neermere pa. (video)

__ @vre grense

Grafen til hgjre illustrerer stningen naevnt nedenunder.

M b .
. o ) . 5 eller a Max veeksthastighed
Vi husker pa at lgsningskurven er givet ved “ )
b |
— M — a |
Y = Tice-amx ellery = 1+ce~bx |
|
Et par af egenskaberne er abenlyse, men lad os kigge pa |
dem. — | X
1) o))y
Mxa b

Satning: Egenskaber ved den logistiske funktion f

a. f er kontinuert
b. f er voksende

C. lim f(x)=0
X—>—00
b

d. lim f(x) =M =-

a

e. Grafen er stejlest ved y = % = %

Bevis: (video)
b

Vi viser egenskaberne for y = H# hvor vi husker at a,b,c er positive konstanter.

ce—bx’

a) Alle funktioner somindgary = —-b-x,z=e”>,w=1+4+c-zogu = % er kontinuerte. Da
w > 0, sa er f ogsa kontinuert iflg. regnereglerne for kontinuitet.

b) Hvis f er voksende sa er den afledte positiv pa hele definitionsmaengden

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



https://www.dropbox.com/s/hegv7s35v3qhkd4/Differentialligninger_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
https://youtu.be/se_i5JZtWK0

® . o _ o
fx) = % > 0, da alle indg&ende starrelser er positive. Alts er f voksende.
b

¢) lim f(x)= lim —= - =0, idet naevneren gr mod .
2 b 1 b b
d) hm n f(x) = 11 N = ;1_{?0 — =% — ' 1 = -, idet navneren gar mod 1

e) Stﬂrst vwksthastlghed
Metode 1.
y =y —ay) <=>y =by—ay® = —ay®+ by
Grafen for y' er en parabel med grenene nedad og har dermed toppunkt (max) midt mellem
rgdderne.
y" = 0 giver os ifglge nulreglenaty = Oellerb —ay =0 <=>y = S. y" har altsa max for
b
Y=o
y'=-ay*2 + by

0/| biza) bla

Nar vi kender y, sa kan vi lgse 2= ——<—— forhold til x. Dette ggres simpelt ved
2a 1+ce=0x

b
b___ %%

a 1l+c-ebx
Sa dividerer vi pa begge sider med Z

" 14crebx

1+c-e?*=2

e—b-x — 1
Cc
Vi benytter potensreglen at a™® = aip
1 1
ebx ¢
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eb* =¢

b-x-In(e) = In(c)

_In(0)
T

Hermed bevist

Metode 2 (her far vi brug for Nspire)
Find den dobbelt afledede. Denne vil fortelle hvornar veeksten er stgrst (“hvornér vokser
veaeksthastigheden mest”). Nulpunkterne til denne vil give os vores enskede x-veerdi. Se
grafen nedenfor.

y

a(e®® + ¢)3

F() =

Nar vi lgser f(x) = 0 fas x = @, ogc>0

Kontrollerer nu lige, at der ogsa er tale om et max.

Fortegn for f "
.. (In(c)
f ( = 1) >0
]
f”( nl(f) + 1) <0

f" er altsa positiv til venstre for nulpunktet og negativ til hgjre for nulpunktet. x =
dermed et max-punkt for vaeksthastigheden f ', og grafen er saledes stejlest for

y=r(57) =%

2a

Hermed bevist.

f(x)

Mer
b

Lav opgaver i heftet
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