Differentialregning

Infinitesimalregning

Noterne gennemgar begreberne differentialregning, og anskuer dette som et
yderligere redskab til veekst og funktioner.

Opgaver til haeftet kan hentes
her.

Facit til opgaverne kan hentes her

Henrik Sggaard Hansen
Sct. Knud Gymnasium



https://www.dropbox.com/s/pwt6mb8rphdm47t/Differentialregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
https://www.dropbox.com/s/slup0q2oydj6va6/Differentialregning_Nspire_opgaver_facit.pdf?dl=0
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Infinitesimalregning

Infinitesimalregning er en gren inden for matematikken, grundlagt af Isaac Newton og Gottfried
Leibniz med skabelsen af differentialregning. Der var en lang kontrovers om, hvorvidt det var
Newton eller Leibniz, der skabte infinitesimalregningen. Den almindelige konsensus er, at begge
opdagede den uafhangigt af hinanden, men at Newton kom farst, og Leibniz publicerede farst.

Infinitesimalregning beskaeftiger sig med "uendeligt sma" &ndringer af kontinuerte funktioner, dvs.
matematiske funktioner, der beskriver noget, der andrer sig "glat”. Et eksempel er bevaegelse; man
kan ikke bevege sig fra et sted til et andet uden at have veeret alle steder imellem.

For at forsta begrebet "uendeligt lille" (differentielt) kan man, som analogi, betragte fotografering:
Vi teenker pa et fotografi, som et billede taget pa et bestemt tidspunkt, men i virkeligheden er
billedet eksponeret i et kort tidsrum. Jo kortere man kan gare eksponeringstiden, jo mindre ser man
rystelser etc. Hvis eksponeringstiden kunne gares uendelig kort, ville billedet blive perfekt.

Infinitesimalregningen kan groft sagt opdeles i to intimt relaterede discipliner: Differentialregning
og integralregning. Vi vil i det efterfalgende kigge neermere pa differentialregningen.

Overgang fra sammenhaenge til vaeksthastighed
Vi har tidligere set pa begrebet funktion pa baggrund af

sammenhange mellem den uafhangige variabel og den 40
afhaengige variabel. Hertil kiggede vi lidt pa 36
monotoniintervaller.

(3.28256, 38.729)
/\ s
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En bestemt veekst f kunne vaere den, som vist pa figuren

til hgjre (f(x) = —2x3 + 10x? — x + 5). Det ses at 16

veeksten (i den synlige del af grafomradet) i starten er

aftagende, derefter voksende for til sidst igen at veere

aftagende. Vi naevnte tidligere begrebet e o X
.. . o . -0.75 0.75 15 225 3 375

monotoniintervaller i denne sammenhgang, altsa hvor vi -4E

delte grafen i intervaller, som var monotone. 8

Vi har kigget pa begreberne lineaerveekst,
eksponentielvakst og potensvaekst, som alle var monotone.

Nu gar vi skridtet videre og kigger pa hvor hurtigt at funktioner/sammenhange vokser til bestemte
tidspunkter. (video)

Det kunne veere interessant at sparge, hvor stor vaeksten er ved punktet P altsa ved x = 2. Punktet P
ligger pa den naevnte funktion f(x).

Last formuleret: Jo stgrre vaeksthastigheden er i et punkt, jo stejlere er kurven i det videre forlgb.

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium


http://youtu.be/1cYuBSJvr-k

Funktionstilvaekst

For at finde ud af, hvor hurtigt den vokser, skal vi farst kigge pa
begrebet funktionstilveekst. Vi kigger pa en veerdi Xo i
definitionsmaengden. Et punkt lidt til hgjre eller venstre for Xo £y, 4+ ax)
pa x-aksen kaldes et nabopunkt til xo. Et sddan punkt betegnes

Xo + Ax, hvor Ax er en MEGET lille starrelse

(en meget lille &endring i x-veerdien).

Funktionstilveeksten er dermed givet som f (x0)
Ay = f(xo + Ax) — f(%0)

Funktionstilveeksten kan veere negativ, positiv eller 0 afhengig af
grafens udseende omkring punktet i Xxo. Men hvad vil der ske hvis
vi lod tilveeksten i x-veerdien (altsa Ax) blive mindre og mindre....

Graenseveaerdi

Ax vil kunne blive mindre og mindre og..... Med andre ord nermer den sig 0. Men husk pé at vi
hele tiden skal have en Ax > 0.

Gransevaerdi har veeret et centralt begreb i matematikken siden infinitesimalregningens opstaen i
slutningen af det 17. arhundrede. Der er tale om en graenseverdi hvis en talfglge/funktion naermer
sig en given verdi uden at na den.

Dette kan skrives som linll( f(x) = n under brug af det latinske ord limes 'greense’, og leeses
X—

“greenseverdien for f(x) er n néar x gar i mod k.

Det kan ogsa skrives som f(x) —» n for x — k, og laeses som f(x) gar mod n for x gdende mod k.

Kigpa f(x) = % , hvor 0 < x og bestem graensevaerdien nar .
X — 00,

Denne bliver lim = = 0.

X—00 X

Kan ogsa tit se skrevet som f(x) = 0 for x - o

Der geelder ogsa om grafen at f(x) - oo for x - 0*

P N WA 00O N 0 O O <
T T T T

Her bliver akserne asymptoter til grafen.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 107

En greensevardi er altsa en verdi, som noget (tit en funktionsveerdi) neermer sig, uden at na den.
Man kan komme uendelig teet pa, men lige gyldig hvor teet man kommer, vil man altid kunne
komme lidt n&ermere ©.
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Hvis man kan finde en konkret graenseveerdi (entydig greenseveaerdi )fra begge sider af en kontinuert
funktion kaldes funktionen differentiabel. Med andre ord: funktionen skal veere sammenhangende
og glat for at veere differentiabel. (se evt. noterne om funktioner).

Det ses tydeligt pa den farste graf, at hvis vi kigger pa

greenseverdien for spidsen pa grafen sa er den

forskellig afhaengig af om vi lader x — x,, fra hgjre eller

venstre.

Eksempelvis:

Xo ,
Ikke differentiabel

Bestem granseveerdien for f(x) = 2 + %2 nar x — oo,

Differentiabel

Nar x — oo sa vil 2 (ferste led) veere uanfegtet, men brgken vil ga mod 1, da +2 vil veere ubetydelig
lille i forhold til x nar x bliver enten meget stor eller meget lille. Dermed vil

f(x) =3 forx —

Faktisk vil samme greenseverdi optraede nar x — —oo. Prav at

overbevise jer selv om det.

—

\

£1()=ar 22

Vi kan se pa grafen til hgjre at f (x) = 3 bliver en asymptote.

I Nspire kan jeg beregne det ved kommandoen
lim(2 + xT’LZ,x, o). Eller som vist pa billedet.

LR T2
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Sekant

| forleengelse af tanken om graenseveerdier, kigger vi nu igen pa vores opstillede funktion. For at
finde veeksten i punktet P, er det narliggende at teenke, at haeldningen pa tangenten i punktet P ma
veere den aktuelle veaeksthastighed til netop x = 2. Men det har vi ikke redskaber til endnu, da
haldningen pa en ret linje, som tangenten, kun kan bestemmes ved at kende to punkter, og en
tangent rarer kun i et!! Her til skal vi nu kigge pa en

sekant. Y Y =15.X +-3. h(¥)
39° / (3.28256, 38.729)

En sekant er i matematikken en ret linje, der skeerer en 37.55 9()
kurve i to eller flere punkter. 36

34.5-
Hvis vi benytter egenskaben for en sekant og vores nye 33 f(x)
viden om graenseverdier, sa kan vi bestemme tangentens 313;25
heldning (og senere tangentens ligning i punktet P). 2855
(video) 277

Hvordan gar vi sa? Vi tegner en sekant, som gar gennem 247
P og Q1, hvor vi har lagt Ax = 1.75 til vores x=2. Her ud 225t
fra kan den rette linje g(x) bestemmes. Nu holdes P fast

og Ax mindskes til 0.75, sa Q1 flyttes over i Q2. Nu har vi h(X), og vi kan se at vi narmer os
tangenten. Ved hele tiden at holde P fast og lade ”Q — P, altsa lade Ax — 0, vil den beregnede
linje for sekanten naerme sig linjen for tangenten i P (her y = 15 - x — 3).

C i i i i i i
1.75 2 22525275 3 32535375 4 X

Se illustrationen af ovenstaende i geometer. (programmet)

Lav gvelser i haeftet

Differentialkvotient (differentiering)

Nar sekanten naermer sig tangenten, sa ma haeldningen pa sekanten (differenskvotienten) ga mod
haldningen pa tangenten (differentialkvotienten).

Differentialregningen beskaftiger sig med, hvor meget en sakaldt afhaengig variabel &ndres, hvis
der sker sma &ndringer i den uafhaengige variabel.

Differenskvotienten er, som vi ved, funktionstilvaeksten divideret med forskellen i x, altsa

_ Ay flo+dx)—f(x0) _ flxo+Ax)—f(xo)

S Ax Xo+Ax—xg Ax

Nar Ax er uendelig lille vil differenskvotienten veere “lig med” differentialkvotienten

a; = Alimo(as) = f"(x,). Differentialkvotienten er haeldningen pa tangenten i punktet (x,, f (x0)).
X—
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http://youtu.be/_mfjSmKMxHA
https://dl.dropboxusercontent.com/u/39967093/Noter/Illustrationer/Vise_sekant_til_tangent.gsp
https://dl.dropboxusercontent.com/u/39967093/Noter/Programmer/GeoMeter1.2.zip
https://www.dropbox.com/s/pwt6mb8rphdm47t/Differentialregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Definition af differentialkvotient

En kontinuert* funktion f siges at vaere differentiabel i et tal x,, hvis differenskvotienten

a, = i_i’ — W , har en entydig graeenseverdi for Ax — 0

Denne graenseveerdi kaldes funktionens differentialkvotient i x, og betegnes f“(x,) eller Z—z

*En graf kaldes kontinuert hvis dens graf er ssmmenhangende.

Huvis vi kigger pa hvordan en sekant beregnes, bliver det tydeligere, at differenskvotienten ag
(haeldningen pa sekanten) vil *blive det samme som” (gd imod) differentialkvotienten a,
(haeldningen pa tangenten), nar Ax — 0.

Nar en funktion differentieres sa bestemmes en funktion til bestemmelse af differential-
kvotienten til givne x-veerdier.

| praksis benyttes tretrinsreglen til at bestemme differentialkvotienten. (video)

Ay _ fGo+Ax)—f(%o)

Bestem differenskvotienten a, = = "

2. Reducer udtrykket
3. Bestem, hvis det er muligt, greensevaerdien for ag for Ax — 0
Der vil altsa galde jf. ovenstaende at a; — a, for Ax - 0, og Alim0 as = a; = f'(xp)
X—

Lav gvelser i haeftet

| de naeste setninger kunne vi lige sa godt erstatte x, med x, da det vil gelde for alle x i
definitionsmangden. Endvidere fordi, at differentiering resulterer i en funktion (den afledede
funktion af f(x)), som kan bestemme differentialkvotienter til givne x-vaerdier. Beviserne fares dog
med x,.

Lad os starte fra en ende af, og kigge pa polynomier hvor vi lader graden stige lgbende. Her kigger
vi farst pa en konstant.

Lav et skuespil som viser sekantens rejse mod at ”blive” en tangent, og kobbel det med
tretrinsreglen.
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http://youtu.be/IKHwU4bBTJw
https://www.dropbox.com/s/pwt6mb8rphdm47t/Differentialregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Saetning: Differentialkvotienten af en konstant

Differentialkvotienten af en konstant k er O:

fG)=k fx)=0

Bevis (video)

Hvis vi tegner f(x) = k grafisk, kan vi se at den ikke vokser pa noget
tidspunkt, sa intuitivt ma differentialkvotienten (altsa vaeksten) veere 0

uanset hvor vi er pa grafen. Kan ogsa vises ved tretrinsreglen.

Saetning: Differentialkvotienten af en potens

f(x)=k

Differentialkvotienten af en potens er for alle naturlige tal n givet ved

f@) =" f)=n-x""

Bevis (video)
Funktionen f(x) = x™ er en potensfunktion.

Lad n = 1 (her har vi et fgrstegradspolynomium)

Nu har vi funktionen f(x) = x* = x dermed skal f"(x) = 1-x1"1 =

Hvis vi ogsa her tegner f(x) i en graf, sd kan vi se af veeksten
uanset valg af punkt er den sammen, nemlig haldningen pa den
rette linje.

Hermed bevist med n=1

1-x°=1

Axex

Lad nu n=2 (her har vi et andengradspolynomium)

Nu har vi funktionen f(x) = x? dermed skal f'(x) =2-x*1=2-x1=2-x

Bruger tretrinsreglen

1 q. =AY _ fOo+A0)—f(xe) _ (Xo+An)?—(xo)?
' S Ax Ax Ax

2 . = (xo+Ax)2—(x0)? _ xo?+2:xg"DAx+Ax2—xo? _ 2-xg-Ax+Ax? _ Ax(2-x9+Ax)
' s Ax a Ax o Ax o Ax

3. ag—>2-xg for Ax = 0,altsda, = f'(xy) =2 xp,

Hermed bevist med n=2

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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http://youtu.be/qAITJx5ZCpY
https://youtu.be/-UXkR9KW4F4

Lad nu n=3
Nu har vi funktionen f(x) = x3 og dermed skal f"'(x) =3 -x371 =3-x?
Bruger tretrinsreglen

Ay _ floo+A0)—f(xo) _ (o+Bx)*=(xo)°

1. as; =
Ax Ax Ax
2 @ = (0 +Ax)3—(x0)3 _ (%0 +2:x0 Ax+Ax2) (2o +A%)—x03
' s Ax - Ax -
X0 +x02 Ax+2-30 2 Ax+2-x0 Ax2 +x9-Ax2 +Ax3—x03 x93 +3x0%Ax+3x0 AxZ+Ax3—xo3
Ax - Ax -
3x9% Ax+3x9-Ax?+Ax3  Ax(3xo%+3xg-Ax+Ax?
- - = 2B - )=3-x02+3-x0-Ax+Ax2
Ax Ax
3. as = 3 x% for Ax > 0 altsd a, = f'(xy) = 3 x% for Ax — 0,

Hermed bevist med n=3

Vi kan se at teelleren i differenskvotienten har falgende opbygning

Xohta xom L Ax 4+ bxg" 2 AxE o xg™ 3 AX3 o+ ko xg s Ax™TL + Ax™ — x, ™, hvor
a, b, c... er koefficienter/konstanter, som afhanger af n. Disse konstanter kan afleeses i Pascals
trekant nedenfor. Pointen er, at nar vi forkorter hvert led med Ax i trin 2, sa er der kun ét led tilbage
som ikke indeholder Ax, nemlig a - x," 1. Udfra Pascals trekant kan vi afleese at a = n sa vi kan
skrive ledet som n - x, 1.

Nar vi sa lader Ax — 0, sa vil alle andre led udover n - x,~* forsvinde (de vil g& mod 0) og tilbage,
som graenseveerdi/differentialkvotient, har vin - x,™ 1.

Hermed har vi bevist at s&tningen geelder for alle naturlige tal. MEN geelder ogsa for reelle tal. .
NB:

a
HUSK at alle radder kan skrives som potenser 4/x9 = x?, og dermed lgses differentialkvotienter

1
for redder som ved potenser. Eks. kan v/x omskrives til xz. Ligeledes kan i omskrives til x™1

Hermed bevist

Lav beviset for f(x) = i 0g f(x) = v/x, bade hvor de omskrives og hvor de ikke omskrives.

Eksempelvis: Lad f(x) = x? + x + 2. Bestem f”(x) og herefter f'(2)

Farstfas f/(x) =2x>1+1=2x+1,5af(2)=2-2+1=2

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium




Dette kan gares pa falgende made i Nspire:

Pokumentvarktajsnie R-Q - A -muspesans -1 ~[A~ A- B T U A A, asc
X B B BSly g8 -
2 Matematikskabeloner ‘ . __________________________________________________________|]
Do 3 ikonet for at indsaette elementet Funktionen erf(,\'):=,r2+,l+2 > Udfort
o o o~ o an =
o o V0 Vo g me Den afledte funktion til f(x) er f'(x). | Nspire kan vi skrive ﬁll(,l)::]i(,\'2+,l+2) + Udfort
ax

&E o E 0 O oo [od]

i { |.| . Sa den afledte bliver fm(x) = 2- v+1

Bl B S fio $0 0 &0 et . ; . -
o v @ Differentialkvotienten til eks x=2 kan sa bestemmestllfm(z)=

Iidn Indn 'é'!:g D.

Lav gvelser i haeftet

Pascals trekant
Til at bestemme koefficienterne udfor leddene i teelleren i differenskvotienten kan vi bruge Pascals

trekant (se nedenfor). Eks. (x, + Ax)3 = 1x,3Ax° + 3x,2Ax! + 3x,1Ax? + 1x,°Ax3

= x03 + 3x%Ax + 3x,Ax? + Ax3. Laeg marke til at summen af eksponenterne i hvert led giver n.
Vi opstiller altsa blot de mulige kombinationer og aflaeser koefficienterne i trekanten. Leaeg ogsa
meerke til, at der er symmetri i trekanten. Pascals trekant.

[t fa V] 6] n] 56
[ 109 /36| 84| 126] 126 | &4
1 4 10, a5 | 120 210 252 | 210 120
1 /11 55| 165 330 ae2| 462 | 330 165] s5] | 2 . . 8 8
[ F o oo 2] aos] w92 ] oza| 152 495 ] 2] 5] 2] 1 | @velse: Opstil (xo + Ax)" — (xo)

| 1 Vs 78| 286 | 715 | 1287 1726|1736 | 1287 735 | 285] 78| 13| 1 |
[ 1 J1a o1 | 364] 1001] 2002] 3003] 3432 3003 [ 2002] 1001] 364 | o1 | 14 [ 1 ]

| 1 ]/15, 105 | 455 1365] 3003 | 5005 ] 6435] 6435 [ 5005 ] 3003] 1365] 455 | 205 [ 15 [ 1 |
I 1 |/16/ 120 | s60 | 1820 | 4368 a008 |11440|12870(11440 8008 | 4368 | 1820{ 560 | 120 | 16 | 1 |
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https://www.dropbox.com/s/pwt6mb8rphdm47t/Differentialregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Seaetning: Differentialkvotienten for en konstant gange funktion

Hvis g er en differentiabel funktion, og k er konstant, geelder der at:

f(x) =k g(x)sabliver f'(x) = k- g'(x)

Bevis (video)
Vihar f(x) =k-g(x)

Bruger tretrinsreglen

1 . = Ay _ [(xo+dx)—f(xo) _ k:g(xo+Ax)—k-g(xo)
' ST Ax Ax Ax
2 a, = k-g(xo+Ax)—k-g(xo) _ k - g(xo+Ax)—g(xo)
Ax Ax
3. Da g er differentiabel vil den have en greenseveerdi for Ax — 0 derfor vil vi fa

as—=k-g'(xy) for Ax - 0altsd a, = f'(xg) = k- g'(x)

Hermed bevist.

Den naeste satning ger at vi blot kan differentiere ledvis nar vi skal bestemme den afledte funktion.

Seetning: Sumregel /differensregel for differentialkvotienten

Hvis h og g er differentiable funktioner, sa geelder der at:

f) =hx) g f)=rMk+gK)

Bevis (video)
Vi har f(x) = h(x) + g(x)

Bruger tretrinsreglen

Ay — f(xo+Ax)—f(x0) — h(xg+Ax)+g(xg+Ax)—(h(xg)+g(xp))

1. as = Ax Ax Ax
) a. = h(xo+Ax)—h(xo)+g(Xo+Ax)—g(xo) _ h(xo+Ax)—h(xo) +g(xo+Ax)—g(xo)
' S Ax Ax Ax
3. Da g og h er differentiable vil de have en graenseverdi for Ax — 0 derfor vil vi fa

as = h'(xg) + g"(xp) for Ax > 0altsd a; = f'(xg) = h'(xg) + g'(x)
Tilsvarende vil geelde for h(x) — g(x)

Hermed bevist

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



http://youtu.be/O8wiZe7iyNE
http://youtu.be/NDUEf0KsxO0

Eksempelvis:

Bestem den afledte funktion til f(x) = x> + 4x2 + x — 20

Jeg bestemmer nu differentialkvotienten (ledvis). Med andre ord “jeg differentierer nu f(x)”
f)=3-x31+2-4x>1+1-x1"14+0=3x2+8x+1

Ledet -20 forsvinder da —0 - 20x°~1 = 0. I praksis svinder den bare uden nogen forklaring

Den afledede funktion blev altsa fundet til
f(x)=3x*+8x+1

| Nspire kan vi benytte falgende
:—x(x3 + 4x2 + x — 20), her forteller vi, at vi vil differentiere x3 + 4x2? + x — 20 i forhold til x

d
(ses ved E)

Lav gvelser i haeftet

Nu kan vi igen vende blikket mod vores graf og vaeksten i x = 2.

Der gelderat f(x) = —2-x3 + 10:x2 — x + 5 .
35 A BN
. o . : f0)”
Vi bestemmer den afledede funktion jf. ovenstaende saetninger e p® -
f(x)=—6-x*+20-x—1 L@ ZEE=2s
Nar vi sa sparger efter veeksten til x=2 bestemmes blot \\iﬁ /— ﬁ.\
f(2)=-6-22420-2—-1=15 SSsozs===sso== ES

sll 11
0.75 1.5 225 3 \3.75 X

Laeg meerke til at den afledede er en funktion og
differentialkvotienten er et tal.

Vi kan tydeligt se at nar f”(x) er negativ sa er f(x) aftagende og
nar f’(x) er positiv er f(x) voksende. (video)

Se en illustration af ovenstaende i geometer. (programmet)

Nar vi senere skal kigge pa monotoniintervaller igen, udnytter vi at f"(x) kan afgare om f(x) er
voksende eller aftagende.

Lav gvelser i haeftet
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https://www.dropbox.com/s/pwt6mb8rphdm47t/Differentialregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
http://youtu.be/tmCfz05VbvY
https://dl.dropboxusercontent.com/u/39967093/Noter/Illustrationer/Vise_afledt_og_funktion.gsp
https://dl.dropboxusercontent.com/u/39967093/Noter/Programmer/GeoMeter1.2.zip
https://www.dropbox.com/s/pwt6mb8rphdm47t/Differentialregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Seaetning: Differentialkvotienten for et produkt (Produktregel)

Hvis h og g er differentiable, er f(x) = h(x) - g(x) differentiabel og
f () =hx)gx)+h(x)-g'Kx)

Bevis (video)
Vi bruger tretrinsreglen pa f (x) = h(x) - g(x)

Ay  f(xo+Ax) — f(xo)  h(xe+ Ax) - g(xo + Ax) — h(x) - g(x0)
a’S = —= =
Ax Ax Ax

h(xo + Ax) - g(xo + Ax) — h(x,) - g(xo)
Ax

_ h(xo + Ax) - g(xo + Ax) — h(xo) - g(x0) + 0
B Ax

_ h(xo + Ax) - g(xo + Ax) — h(x) - g(xo) + g(x + Ax) - h(xp) — g(xo + Ax) - h(xo)

Ax

_ hGro + Ax) - g(xo + Ax) — g(xo + Ax) - h(xo) + g (xo + Ax) - h(x) — h(xo) - 9(x0)

Ax

_ g(xo + AX)(h(xo + Ax) — h(xo)) + h(xo)(g(xo + Ax) — g(xo))
Ax

. g(xo + Ax)(h(xo + Ax) — h(xo)) + h(xo)(g(xo + Ax) — g(xo))
a Ax Ax

h Ax)—h Ax) —
_ (xo + Z)C (xO)-g(xO+Ax)+h(x0)'g(x0+ ;2 g(x0)

4. Man kan vise at greenseverdien for et produkt er produktet af greenseveerdierne. Vi kan
derfor bestemme greenseveerdierne for hvert led og hver faktor for sig.
Da h og g er differentiable er greenseveerdierne for brgkerne h'(x,) 0og g’ (xo) nar Ax — 0
Da g er kontinuert vil g(x, + Ax) = g(x,) nar Ax — 0
as = h'(xg) - g(xo) + h(xy) - g'(xg) for Ax — 0 altsa
as = f'(x0) = h'(x0)  g(x0) + h(xo) - g"(x0)
nar Ax - 0

Hermed bevist.
Eksempelvis
Hvis f(x) = In(x) og g(x) = 4x2. Bestem den afledte funktion til h(x) = f(x) * g(x)

Jeg bestemmer den afledte ved at bruge produktreglen

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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http://youtu.be/hc10OWu6sRU

1
h'(x) =In(x) " -4x% + In(x) - (4x2)" = 7 4x% + In(x) - 8x = 4x + In(x) - 8x

Til at bestemme In(x) " brugte jeg viden fra ”differntation af grundfunktioner”

Lav gvelser i haeftet

Seetning: Differentialkvotienten for en brgk (Brgkregel)

Hvis h og g er differentiable og g(x) # 0, er f(x) = % differentiabel

h(x) g(x) —h(x) g’ (x)

fe) = O

Bevis: (video)
_ h® ives ti
f(x) = pr kan omskrives til

f&)-g(x) = h(x)

Nu kan vi benytte produktreglen til at differentiere.

fx)-gx)+fx)-g'(x) = h'(x)

Nu isolerer vi f"(x)

fx)-g(x) =h(x)—f(x) g (%)

h'(x) — f(x) - g'(x) h(x)—ﬁ g'(x)

f0 =0 9
heo) R
RN RS M5 e
g(x) g(x) 9
ooy h(x)
) (h =56y 9 ("))g O ) 9@ - h) - g0
g(x) - g(x) B (g(x))?

Hermed bevist

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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https://www.dropbox.com/s/pwt6mb8rphdm47t/Differentialregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
http://youtu.be/xZZ6CjISVAU

Eksempelvis.

Hvis f(x) = 2x og g(x) = 4x?. Bestem den afledte funktion til h(x) = %

Jeg bestemmer den afledte ved at bruge brgkreglen (kunne ogsa vere lgst pa anden made).

B ) = ) gl)—fx) g x) _ 2 4x?—2x-8x _ 8x? — 16x? _ —8x? _ 8
g(x)? (4x2)2 16x% 16x* 16x2
1
T 22

Hermed blev h'(x) = -

2x2

Vi kan se at det giver det samme som h’(x) = (Z—x) = (i) = (l : l)I = % (— x—lz) --L

4x2 2x 2 X

Saetning: Differentialkvotienten for en sammensat funktion

Hvis h og g er differentiabel, er f(x) = h(g(x)) differentiabel:

f)=hr(gx) g’

Bevis: (video)

Vi benytter tretrinsreglen pa £ (x) = h(g(x)):
_ [ G+ Ax) — f(%0)

s Ax

Hvis vi forudseetter, at g(x, + Ax) — g(x,) # 0 kan vi lave fglgende omskrivning:

_ h(g(xo +4x)) = h(g(x0)) _ h(glro +Ax)) — h(g(xo)) )
s = Ax B Ax

_ h(gGeo +4x)) — h(g(x0))  g(xo + Ax) — g(xo)
Ax g(xo + Ax) — g(xo)

_ h(g(xo + Ax)) — h(g(x0)) g(x0 + Ax) — g(xo)
g(xo + Ax) — g(xo) Ax

Tilveeksten g(x, + Ax) — g(x,) kalder vi for k og g(x,) kalder vi for y,.
Da g(xo + Ax) = g(xo + Ax) — g(xo) + g(xo) =k + g(x0) =k +yo =yo +k

_hQo+ k) —h(o) glxo +Ax) — g(x)
s = k Ax

13
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http://youtu.be/lPP0BYDttAs

Da g er differentiabel vil k — 0 samtidig med at Ax — 0 vil vi fa fglgende graenseverdi
as = ' (o) " g'(x0) = h'(g(x0)) " g'(x0) for Ax =0

altsd a; = f'(x,) = h'(g(x0)) - 9" (x0)
Hermed bevist.

Lav gvelser i haeftet

Eksempelvis

Hvis h(x) = e*". Bestem den afledte funktion til h(x) = f(g(x)).
Sa er den ydre f(x) = eX og den indre er g(x) = x2.

Jeg bestemmer den afledte ved at bruge reglen for sammensatte funktioner.
Farst bestemmes f'(x) = e* 0og g'(x) = 2x

Sé kan jeg ga videre

h(x)=f(g(x) g'(x)=e* - 2x

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium
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https://www.dropbox.com/s/pwt6mb8rphdm47t/Differentialregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Differentiering af grundfunktioner
Ud over almindelige potensfunktioner, som er gennemgaet tidligere, er der ogsa andre funktioner
som betragtes som af nogle grundformler.

Seaetning: Differentiation af nogle grundfunktioner

Husk at de steder der star f"(x) kunne der lige sa godt sta Z—z

1. f(x) = e* har f'(x) = e* som den afledte funktion
2. g(x) = a* har g’(x) = a* - In(a) som den afledte funktion

3. h(x) = e** har h’(x) = k - e** som den afledte funktion

4.i(x) =In(x) hari"(x) = %som den afledte funktion

5j) = i har j'(x) = — xiz som den afledte funktion

6. k(x) = sin(x) har k’(x) = cos(x) som den afledte funktion

7. l(x) = cos(x) har I'(x) = —sin(x) som den afledte funktion

Beviserne kan fares jf. tretrinsreglen.

Eksempelvis:

Bestem den afledte funktion til f(x) = e**

Jeg bestemmer den afledte funktion ud fra ovenstaende sa&tning f"(x) = 4 - e**

Lidt sveerere
Bestem den afledte funktion til g(x) = 5x? - sin(x)
Hertil benytter jeg produktreglen og ovenstaende satning.

Den afledte kan findes som
g’ (x) = (5x?)" - sin(x) + 5x% - (sin(x))” = 10x - sin(x) + 5x% - cos(x) *

*HUSK: Hvis du benytter et CAS-veerktgj til differentiation af en sin, cos eller tangens, da skal den
regne i radianer.

Lav gvelser i haeftet
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https://www.dropbox.com/s/pwt6mb8rphdm47t/Differentialregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Tangent

Nu har vi kigget pa den afledede funktion, som til en bestemt x,-vardi gav en differentialkvotient,
hvilket var det samme som hzaldningen pa tangenten i punktet P(2, f(2)). Det kan dog i mange
henseender veere praktisk at kunne bestemme tangentens ligning. Se lllustration af en tangent i

geometer. (programmet)

Saetning: Tangentens ligning

Hvis f(x) er differentiabel og vi har x,, sa vil tangenten i dette punkt have ligningen.

t(x) = f'(x0) (x — x0) + f (o)

Bevis (video) 4 f (x)

| punktet (x,, f (xo)) har tangenten haldningen f”(x,) jf. definitionen
af differentialkvotienten.

Setningen: En ret linje, der har haldningen a og gar gennem et punkt
(%0, f (x5)) har ligningen f (x) = a(x — xo) + f(xo)

Giveros nu: t(x) = a(x — xo) + f(xg) = f (x0)(x — x0) + f(x0)

tangent

Hermed bevist

Nu kan vi igen vende blikket mod vores graf i starten og bestemme y ©® =153
tangentligningen i x=2. /1

7
#
#

Hvad er tangentens ligning i x=2?

Vores graf hed f(x) = —2x3 + 10x? — x + 5.

Den afledte funktion er s f(x) = —6x2 + 20x — 1
Funktionsveerdien f(2) = —2-23 +10:22 -2+ 5= 27
Heldningen pa tangenten bliver f(2) = —6-224+20%2—1 =15

Tangentligningen bliver t(x) = 15(x — 2) + 27 = 15x — 3

I e ey = e vy =

I Nspire kan vi skrive tangentLine(f (x), x, x0), Vi Dottt R
skal altsa opgive funktionen (typisk f(x)), hvad er
vores variabel (oftest x) og hvilken verdi for x (altsa ===

x0) skal vi kigge pa. pee

L
- A - TNsg 2:Differentialcvotient i et punkt

Fiintegral

‘ 4:Gransevaerd

i3] 5:Indstillinger for matematilfelt

B:Buslngde
Ifz 6 Beregninger * | [$] 1:Definere variable v 9

C:Serie

1
s 2Tl " | D-Differentialigningslser

X=3:Algebra + | Eximplicit differentiation

4:Differential- og integralregning + |RACIMEIEL e LI Y

@y s:sandsynighegsregning

Lav gvelser i haeftet

16

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium


http://www.sctknud-gym.dk/lrere/HS/videoer/differentialregning/tangent.zip
http://www.sctknud-gym.dk/lrere/HS/videoer/differentialregning/geometer.zip
http://youtu.be/tYJR7tYwGag
https://www.dropbox.com/s/pwt6mb8rphdm47t/Differentialregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Monotoniforhold (monotoniintervaller)

Nu har vi introduceret et redskab i form af differentialregning som kunne bruges til eks. at
bestemme en tangent til et givent punkt. Men da vores differentialkvotienten var veeksten, sa kunne
vi jo bruge denne til at sige noget om hvornar veeksten er 0 (altsa en vandret tangent).

I noterne for funktioner gennemgik vi monotoni 385
intervaller og ekstremaer. 35

Vi kan se en sammenhang mellem f(x) og f’(x) pa o8
grafen til hgjre. 24.5

Funktionsveerdierne for f”(x) er negative nar f(x) er 17.
aftagende og positive nar f (x) er voksende. \\1

Nar f(x) = 0 har vi en vandret tangent og dermed

y (3.28, 38.729)

/.\f(x)

31.5

er vaeksten 0. (video) : 3.28,0)
'0'75'_ ' 075 15 225 3 \'3 75 X
Til bestemmelse af monotoniforhold i praksis (05,0 f(x)

(monotoniundersggelse):

1.

2.

Bestem den afledede funktion f"(x)
Les f'(x) =0
Tegn fortegnslinje ud fra resultaterne i (2.)

a) Bestem funktionsveerdierne for f"(x) i intervallerne og angiv disse disses
fortegn i intervallet.

b) Ud fra fortegn kan vi sd angive om f(x) er voksende eller aftagende.

c) Huvis fortegn gar fra + til — sa er der et lokalt/globalt maksimum
Hvis fortegn gar fra — til + sa er der et lokalt/globalt minimum
Hvis fortegn gar fra + til + eller —til — er der tale om en vendetangent

Konklusion. En konklusion pa hvad fortegnslinjen fortaeller om grafen
a) Hvornar grafen er voksende eller aftagende.
b) Hvornar har grafen ekstremaer (hvis der er nogen).
c) Hvornar der er tale om globale eller lokale ekstremaer.

17
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http://youtu.be/r1uHAtxX-fg

Eksempelvis:

| vores tilfeelde var f(x) = —2-x3 + 10-x%? — x + 5. Bestem monotoniforholdene for f.

1. Finder den afledede funktion til f'(x) = —6-x% +20-x —1
2. Laser nu f'(x) = 0.
Her er de tidligere bestemt til x1 = 0.050773 og x2 = 3.28256
3. Fortegnslinje: Nu finder jeg en verdi under den laveste lgsning i (2), en veerdi i
mellem de to lgsninger og en vardi over de to lgsninger. Ud fra disse bestemmes
fortegnene.
I“.‘I el (3 2§‘,}‘s,7]
f(0)=-1 TN
f(2) =15 \
f ‘4) =-17 \I"“'\ / / \\\
Sa ser fortegnslinjen saledes ud (og den !“x\ /
illustrerer grafen til hgjre) \ /
\ | /
\\\- //
(0,25"4,97) ﬂ(,):,}\svm.,z,w;‘.\
f, (X) _ 0 + 0 _ 1—v=0.051 3
-------------------- 0,05----------=-=-=-3,28------- o> X

4. Konklusion
f (x) er aftagende pa intervallet 11 =] — o0; 0.05]
f (x) er voksende pa intervallet 12 = [0.05; 3.28]
f (x) er aftagende pa intervallet 13=[3.28; oo
Der er et lokalt minimum i x1 = 0.05 med minimumsverdien f(0.05) = 4.97
Der er et lokalt maksimum i x2 = 3.28 med maksimumsveerdien f(3.28) = 38.729

Denne funktion har ingen globale ekstremaer da f(x) - —ocofor x = o
0g f(x) = oo for x - —co

Lav gvelser i haeftet
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https://www.dropbox.com/s/pwt6mb8rphdm47t/Differentialregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Optimering
I mange henseender er det praktisk at kunne bestemme de lokale/globale ekstremaer eks i
forbindelse med optimering af en arbejdsproces.

C p)
Hertil benytter vi vores opnaede viden om at i ekstremaerne er vaeksten 0,
sa vi kan benytte at vi nu kan lgse f'(x) = 0.
Eksempelvis:

Vi har et litermal som vist pa billedet. Vi skal nu bestemme
dimensionerne af dette litermal, sa materialeforbruget bliver mindst mulig.

Materialeforbruget ma afhaenge af overfladearealet som er givet ved O(r,h) = m-r?+2-m-r-h,
hvor r er radius i litermalet og h er hgjden. (se evt. HER for formler)

Men dette areal afheenger af to variabler. Vi vil derfor prgve at eliminere den anden.
Vi ved at litermalet indeholder 1 liter hvilket svarer til 1000cm?3

Rumfanget af cylindere ma altsa vere lige med de 1000cm3,saV(r,h) = m-r?-h = 1000

1000
Tr?

Herudfra kan vi nu isolere h, h =

Nu kan vi benytte denne viden til at omskrive overfaldearealet

o(r) =n-r2+2-n-r-jf:g=n-r2+¥.

Nu afhaenger overfladearealet kun af r. Nu kan vi lgse opgaven ved at finde et minimum for grafen
for overfladearealet.

Hvis vi tegner det ind og bestemmer minimum ved at undersgge » "0.‘ /b 3,20
grafen nar x > 0, sa far vi falgende. MEN kunne der vare flere \ /

(6.83,439)

Ved at bestemme O’(r) = 0 kan vi afgare om veeksten “’skifter
retning” andre steder (altsa fra aftagende til voksende).

, 2000
0(ﬂ=24rr—r2
2000
2:mr——=0
T

r= 3/@ ~ 6.8278
pi

Altsa er der kun et sted for » > 0 at vaeksten skifter. Sa » = 6.83 ma veere den radius af litermalet,
1000
7°6.82782
bare her) for at materialeforbruget er mindst muligt. Endvidere kan vi se at der skal bruges

0(6.8278) ~ 439c¢m? materiale pr. litermal.

samt h = ~ 6.8278 vere hgjden af litermalet (r og h behgver IKKE at veere ens, det er de

Lav gvelser i haeftet

Henrik Sggaard Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



http://formel-samling.dk/matematik/19-geometri/38-cirkel-formler
https://www.dropbox.com/s/pwt6mb8rphdm47t/Differentialregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
http://www.google.com/imgres?rls=com.microsoft:da-DK:IE-Address&biw=1366&bih=622&tbm=isch&tbnid=FHEl7Z9vvCsT2M:&imgrefurl=http://www.festsalg.dk/produkter/10-fingerfood-engangsbaegre-klar-plast-plast-fade/803-fingerfood-catering-mad-ud-af-huset-plast-fade-plast-baegre-engansgbaegre110/&docid=jg8DfxBzx2pbaM&imgurl=http://www.festsalg.dk/upload_dir/pics/Fingerfood/Fingerfood-Baegare-0-06-l-4-cm-7-5-cm-transparent-11268_b_0.wm.jpg&w=500&h=500&ei=B9poUuzhBYe24ATv1IGwAg&zoom=1&ved=1t:3588,r:88,s:0,i:357&iact=rc&page=4&tbnh=178&tbnw=194&start=66&ndsp=29&tx=101&ty=80

