Sandsynlighedsregning

En note om sandsynlighedsregning. Via
basal sandsynlighedsregning ggres leeseren
klar til forsta binomialfordelingen.
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Indledning
Vi kunne spgrge os selv, hvor stor en sandsynlighed der er for at vinde i Lotto? Hvad er
sandsynligheden for at jeg slar 44 seksere ud af 100slag?

Hvad betyder det, nar vi siger, at sandsynligheden for at fa plat ved kast med en @rlig ment er ¥%?
Nar vi skal til at kaste mgnten, aner vi ikke, hvad mgnten vil vise. Dette er tilfeeldet uanset om det
er farste gang eller nummer hundrede, vi kaster. Kaster vi mgnten 10 gange, skulle man tro at
halvdelen af gangene ville vise plat, men de fleste ved godt, at det ikke altid er tilfeeldet. Det er farst
nar antallet af kast bliver meget stort, at frekvensen af plat kommer tettere og teettere pa %a.

Sandsynligheden udtaler sig med andre ord om de statistiske muligheder ved udfgrelsen af
eksperimentet et stort antal gange (store tals lov).

Hvad forteeller disse procenter/sandsynligheder, og hvordan bestemmes de? Dette skal vi forsgge at
svare pa igennem denne note. (video)

Sandsynlighedsregning

Sandsynlighedsregningen bygger pa stokastiske eksperimenter (stokastisk = tilfaeldig), dvs.
eksperimenter med tilfeeldigt udfald. Hertil far vi lige brug for at fa introduceret nogle begreber. Jeg
vil for at anskueliggere begreberne tage udgangspunkt i et slag med en terning. (video)(gammel
video)

Udfald: Resultatet af eks. ét terningkast. Jeg slar en 3er.

Udfaldsrum:
Et eksperiment kan have n forskellige udfald, som tilsammen
udger udfaldsrummet U. u U,
En &gte (symmetrisk) terning vil have 6 mulige udfald. U, U
Udfaldsrummet = {1,2,3,4,5,6} 3
Mere generelt: Kalder vi udfaldene for us ... un, har vi u. Un

U = {ul,u2,...,un}

Sandsynlighedsfunktion:
Denne giver et tal mellem 0 og 1 til hvert af

udfaldene i udfaldsrummet, P(w) U,
P(w) € [01] hvor (1<i<n) > U, y
3
M
U.

P(u;) leses som “’sandsynligheden for at u;

indtreffer”. Eks. P(1)=1/6 betyder

’sandsynligheden for at sla 1 er 1/6.”.

Summen af alle sandsynlighederne i udfaldsrummet skal veere 1.

PU) = P(uy) + P(uz) + -+ P(uy) = X, P(wy) =1
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http://www.youtube.com/watch?v=d7ZN7VUUknI&feature=youtu.be
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| eksemplet P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) + P(6) =1

Sandsynlighedsfelt:
Bestar af et udfaldsrum og en sandsynlighedsfunktion. I vores eksempel:
Udfald 1 2 3 4 5 6
P(u) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Feltet kaldes symmetrisk, hvis alle n udfald har samme sandsynlighed p=1/n.

Lav opgaver i haeftet. PDF

Hazendelse:

En handelse er en delmengde af udfaldsrummet. En haendelse betegnes H.

Eks. lige antal gjne med en terning. H = {2,4,6}.

Sandsynligheden for at en haendelse indtraeffer, er summen af sandsynlighederne for de

udfald, den indeholder. I eksemplet er sandsynligheden
P(H)=P2)+PMA)+P(6)=%

Komplementaer haendelse:

Den gvrige del af udfaldsrummet, ud over vores haendelse, kaldes

for den komplementaere haendelse, og skrives som H. | vores

eksempel vil alle ulige slag med terningen veere vores komplementaere handelse,

u.

U
D

H

Un

H = {1,3,5}. Sandsynligheden for denne haendelse er P(H) = 1 — P(H). | vores tilfelde

PH) =1-%=1%

Foreningsmangde:
Hvis man leegger to meengder sammen har man
foreningsmaengden. Den nye mangde indeholder altsa alle

elementerne fra de to oprindelige. Foreningsmangden af to

mangder A og B betegnes A U B.

Faellesmaengde:

Hvis man derimod kigger pa hvad de to mangder har til felles,

sa kigger man pa felles mangden. Fellesmangden af A og B

betegnes A N B.

Lav opgaver i haeftet. PDF
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Kombinatorik

Kombinatorik er en matematisk disciplin, hvor man studerer, pa hvor mange mader et szt af
elementer fra forskellige grupper kan sattes sammen (video). Hvis for eksempel 28 elever fra en
klasse pa Sct. Knuds gymnasium skulle stille sig i ke ved skolens kantine. Pa hvor mange
forskellige mader kunne de gere dette?

Lav et eksperiment.
Tag 4 genstande. Nu praver i farst med 1, sa med 2, sa med 3 og til sidst med 4. Pa hvor mange
forskellige mader kan disse genstande ligge.

Kan | geette hvor mange der ville veere ved 5 genstande?

Man har indfert en sarlig skrivemade for et sadant produkt af tal. Tallet 7-6-5-4-3-2-1
betegnes 7! som laeses ”7-fakultet”. 7!=5040. I Nspire velges blot “udrabstegn”.

Dette gar pludselig meget staerkt. Lad os lige kigge pa klassen fra starten. Antal at mader de kan
stille op pa er altsa
28! = 304888344611713860501504000000

Lav opgaver i haeftet. PDF

Enten-eller princippet (plus)
Hvis en haendelse kan indtraeffe pA m mader og en anden handelse kan indtraeeffe pa n mader, sa er
der der m + n mader én af disse to handelser kan indtraffe pa.

Bade-og princippet (gange)
Hvis en haendelse kan indtraeffe pA m mader og en anden handelse kan indtreffe pd n mader, sa er
der m - n mader disse to handelser kan indtraeffe sammen pa.

Eks. I en klasse med 11 drenge og 17 piger, skal der velges

a) En klassereprasentant,
Der skal vaelges enten en dreng eller en pige, altsa 1 ud af de i alt 11+17= 28 elever

b) Et ugens dukse par”, hvor der bade skal veere en dreng og en pige
Hvis vi farst valger en dreng er der 11 muligheder. Hver af disse kan kobles sammen med
en tilfeeldig af de 17 piger. For hver dreng er der altsa 17 pige-kombinationer, sd i alt er der
11.17 mulige par-kombinationer.

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



http://www.youtube.com/watch?v=FaAh0o4NMxo&feature=youtu.be
https://www.dropbox.com/s/puxwil8l36qmixu/Sandsynlighedsregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Permutation P(n,r)

Antal forskellige mader, hvorpa r elementer kan udveelges af n elementer i bestemt reekkefglge
(video)(gammel) er

Pnr)=n-(n—-1)-n—=2).....n—1r+1)

Der skal bade veelges en til 1. plads og en til 2. plads og osv., og som fglge af Bade-og princippet,
skal antallet mulige kombinationer ganges.

Lad os kigge pa P(5,2). Jf. ovenstaende sa ma P(5,2) = 5+ 4 = 20. Sa P(5,2) ’pé hvor mange
mader kan 2 personer udvelges af 5 personer i en bestemt reekkefalge P(5,2) = 20 (eller i Nspire
nPr(5,2))

Men det bliver straks lidt mere besverligt hvis vi skal beregne eks. P(67,56)
Generelt

Saetning: Permutation

Antallet af r-mangder, der kan udtages fra en n-mangde, hvor reekkefglgen er vigtig, er givet ved:

n!
) = (n—r)!
Bevis: (video)
Viharat P(n,r) =n(n—1)- n—-2) .....n—r+1)
Ved at forlenge med 1 = EZ::;: fas
Pmr)=n-n-1) n-=-2)....\.n—71+1)" EZ::;:

_ nm-1)n-2)...(n-r+1)(n-r)n-r-1)..21
- (n-r)!

_ n!
= (n-1)!

Hermed bevist
Eksempelvis:

Pa hvor mange mader kan jeg sammensztte tre ud af fem farver pa.

5! 5:4-3-2-1

= =5-4-3=60
(5-=3)! 2-1

P(53)=5-4-3 =60c¢ller P(53) =

En pose indeholder bogstaverne A, B, C, D, E, F, G. Nu skal der treekkes fire bogstaver op. Pa hvor
mange mader kan dette lade sig gare?
Find selv pa flere.

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



http://www.youtube.com/watch?v=Nmw2Q3quzCA&feature=youtu.be
http://www.youtube.com/watch?v=ElsHXw6qq6w&feature=youtu.be

Kombination K(n,r)

Antal forskellige mader, hvorpa r elementer kan uaveeiges ar n eiementer hvor reekkefglgen er lige
meget — dvs. i princippet alle pa én gang. (video)

Som eksempel: En gruppe pa 5 personer beslutter at nedsztte et udvalg af 2 personer til
sodavandsindkegb. Hvor mange mader kan udvalget sammenszttes pa?

Lav eksperiment: Tag 5 genstande.

Pa hvor mange forskellige mader kan der udvalges 5?
Pa hvor mange forskellige mader kan der udvalges 4?
Pa hvor mange forskellige mader kan der udvalges 3?

Lad os sammen kigge pa K (5,2).

Hvis vi som fer kigger pa den samlede kombinationsmangde sa er den 5!. Hvis reekkefaglgen er

51 51
(5-2)! 3l 5-4.

vigtig, sa har vi lige set, at vi kan bruge permutation, sadan at P(5,2) =

Da vi her er ligeglade med reekkefglgen, sd ma vi yderligere dividere med antallet af kombinationer
af de to udvalgte, altsa 2!. Dermed fas antallet af mulige kombinationer (reekkefglgen er ligegyldig)
til
5!
P(52) _ (s-2y _ 5!

5! . .
K(5,2) = Ty e 10 (eller i Nspire nCr(5,2))

Generelt kan vi samle dette til

Saetning: Kombination

Antallet af r-mangder, der kan udtages fra en n-mangde, hvor raekkefalgen er ligegyldig, er givet
ved:
n!

K(Tl,?") =m

Bevis: (video)

Hvis vi vil udveelge r elementer af n i bestemt raekkefelge, kan vi benytte os af permutation med
P(n,r) muligheder.

Hvis reekkefalgen for den udvalgte r-mangde er lige meget sa ma vi kunne dividere P(n,r) med
antallet af kombinationsmuligheder for r-mangden.

n!

Altsd K (n,r) = 200 = ot o 1

r! ro (n—-r)t-r!

Hermed bevist
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http://www.youtube.com/watch?v=8MRT055TGo0&feature=youtu.be
http://www.youtube.com/watch?v=oNVXRzmNZKY&feature=youtu.be

Eksempelvis:

I en pose ligger bogstaverne A, B, C, D, E, F, G. Pa hvor mange mader kan vi traekke fem bogstaver
op?
_ 7654321 76 73
1

. — 7! i Jig—
Svar: K(7,5) = (7-5)I'5!  2:1-5-4-3-21 21 =21

Lav opgaver i haeftet. PDF

Kugletraekning / "kombinations”-traekning

Vi har lige set hvordan vi kan finde antal kombinationer af en r-mangde fra en n-mangde. Nu skal
vi preve at kombinere dette med udtrak fra ’blandede” n-maengder.

For at illustrere dette kan vi tage udgangspunkt i produktreglen og i et eksempel med kugletraekning.

I en pose har vi 8 rade og 6 bla kugler. Nu udtager vi tilfeeldigt eks. 5 kugler. Nu kunne opgaven
lyde: Hvad er sandsynligheden for at det er 2 rgde og 3 bla?

1. Antal mulige udfald med de 5 kugler ma veere K (14,5) = 2002
2. Antal mulige udfald for de 2 rgde ud af de 8 rgde. K(8,2) = 28
3. Antal mulige udfald for de 3 bla ud af de 6 bla K(6,3) = 20
4. Antallet af gunstige udfald bliver derfor (jvf. produktreglen)

K(8,2) - K(6,3) = 2820 = 560

5, sandsynligheden bliver —— ~ 0.28 eller ca. 28 %

Lav opgaver i haeftet. PDF
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Stokastisk variabel

Som naevnt tidligere er stokastisk at sammenligne med tilfeldig. En stokastisk variabel er altsa en
variabel der beskriver et tilfeldigt forsgg, hvor udfaldet ikke er kendt. Et synonym for en stokastisk
variabel vil altsa vaere en tilfaldighedsvariabel. (video) P [u

l *\»

| X(w;)
: . . 1
Til hver et hvert udfald knyttes en stokastisk veerdi !
X(u;) e (Meget tit er X en “teller”, sa X (u) er et naturligt tal).
Den stokastiske variabel kobler et tal til vores udfald. Stokastiske | v i w2

variable betegnes ofte med store bogstaver som X, Y og Z. un

Eksempel: To venner opfinder et spil, hvor de treekker kort et kort fra et almindeligt kortspil med 4
joker. Gevinsten er 30 kr. ved hjerter, 20 kr. ved klgr, 10 kr. ved ruder, Okr ved spar og 50 kr. for
joker. Kortet ligges tilbage efter hvert treek. Det koster 20 kr. pr. spil. Giver spillet overskud pa lang
sigt?

En tabel med dette kaldes en sandsynlighedsfordeling.

t-gevinst 30 kr. 20 kr. 10 kr. 0 kr. 50 kr.
(ved hjerter) (ved Kklar) (ved ruder) (ved spar) (ved joker)
PO 13 0232 | Doz | Brozse | Bro2s2 | Zxo0072
56 56 56 56 56
Middelvaerdi

For at finde ud af om spillet giver overskud kunne vi prgve at beregne den gennemsnitlige gevinst
pr. spil. Vi kalder det for middelverdien af den stokastiske variabel. (video)(gammel)

. . . 13 13 13 13 4
Vores gevinst i spillet u = 30-§+20-§+ 10-§+0-§+50-§— 17.5

Som spiller vil man altsa i gennemsnit tabe 2,50 kr. pr. spil, men som spiludbyder vinder man.

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



http://www.youtube.com/watch?v=emj05_kIl1E&list=PLcbd9nnoUdE5kAaQoeBGjOoD-09Iie3gC
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Definition: Middelvardien af en stokastisk variabel

For en stokastiskvariabel X, der kan antage n veerdier t, t2, t3, ..., ta
med sandsynlighederne P(X = t;), P(X =t,), P(X = t3), ...... ,P(X =t,)

er middelvaerdien defineret som et vaegtet gennemsnit af t-veerdierne

n n

u=EX) = Zti “P(X =t;) eller E(X) = ZX(ui) *P(u;) hvor U = {uy, ..., u,}

i=1 =1

Prav selv at lave et spil hvor der er et indskud, og hvor der er min 4 muligheder for gevinst.

Lav opgaver i haeftet. PDF

AT DosaTn
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https://www.dropbox.com/s/puxwil8l36qmixu/Sandsynlighedsregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Saetning: Regneregler for middelverdier af stokastiske variable

Lad (U, P) veere givet og X og Y vere to stokastiske variabler. Lad endvidere a, b € R veere
konstanter. Der gelder sa at:

1.

2.

3.

4.

5.

E(aX) = aE(X)
E(X+Y) =EX) +E(Y)
EX+a)=EX)+a
E(a) =a

E(aX+b)=aEX)+b

Bevis: (video)

Udgangspunktet i alle beviser er at E(X) = 37—; X (w;) - P(w;)

1.

E(a-X) =Xiz(a-X)(u) - P(u) = Xizya- X(u;) - P(uy)

=a X X(w) - P(w) = a-EX)

EX+Y) =YL (X +V)(w) Pw) =Y (X(u) +Y(w)) Pw)

=3 (X () Pu) +Y(u) - P(w)) =X X(wp) - P(wy) + X, V() - P(wy)

=EX)+ E(Y)

EX+a)=Y1 (X +a)(w) P(w) = X1 (X(w) + a) - P(w)

=2 (X () Pu) +a-P(w)) = X X(w) - P(u) + Xy a- P(w)
=Y X(w) Pu)+a-Xie,Pw) =E(X)+a

E(a) =Y a(u) - P(w) = YXisia-P(w) =a- Yo, P(u) = a

E(a-X+b)=E(a-X)+EMb)=a-EX)+b
Brugte punkt 1,3 og 4.

Hermed bevist
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http://www.youtube.com/watch?v=_z4veepsCaA&list=PLcbd9nnoUdE5kAaQoeBGjOoD-09Iie3gC&index=12

Binomial fordeling

| dette afsnit skal vi kigge pa eksperimenter med to mulige udfald, som vi kalder succes og fiasko.
Vi skal kigge pa fordelingen af sandsynligheder af forskellige antal succeser. Derfor kaldes
eksperimentet/forsgget for binomialfordelt. (video)

En succes kunne vere at sla en toer og alt andet er fiasko. Dette giver os % sandsynlighed for succes,
ogsa kaldet for primarsandsynlighed. Sandsynligheden for fiasko er dermed 1 — P(succes). |

5

tilfeeldes med toerne er sandsynligheden for fiasko 1 — % ==

Det vi nu skal koncentrere sig om er gentagelser af ovenstaende.

Vi slar 5 gange med en terning, dette kaldes for antalsparameteren og notere om det blev en succes
(hvilket kunne veere at sla en toer).

Denne gang blev det til 3 succeser illustreret i nedenstaende

s [F [F |s [s |

Sandsynlighederne er givet ved succes = 1/6 og fiasko = 5/6, som kan ses i tabellen

|1/6 [5/6 |56 [1/6 |[1/6 |

Da vi har 5 uafhangige handelser skal vi gange sandsynlighederne med hinanden.

Lipiioinnic () -omams

Denne sandsynlighed er uafhaengig af kombinationen. (efterprav selv).

Da denne sandsynlighed gelder pr. kombination, ma den samlede sandsynlighed for alle

. . 1\3 [5\2
kombinationer veere givet ved: K(5,3) - (g) - (g) = 10-0.003215 = 0.03215

I praksis skrives dette som P(X = 3) ”sandsynligheden for at vores stokastiske variabel er tre, altsa
tre succeser.”

I Nspire kan vi beregne ovenstaende ved binompdf (5,%, 3).

Mere generelt geelder der at:

Seaetning: Binomialfordelingen

Nar et eksperiment med primarsandsynlighed p for succes udfgres n gange, er sandsynligheden for
succes r gange givet ved:

PX=1)"=Knr)p - 1—p)""

*Er flere steder benavnt pa falgende made b(n, p, 7).

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium



http://www.youtube.com/watch?v=2WZGVXtM5gI&feature=youtu.be

Bevis: (video)
Lad S vaere succes og F vare fiasko. Lad dertil hgrer P(S) = pog P(F) = 1—-P(S) =1—p.
I eksperimentet er der n-udfald (samlet antal S og F) og r-succeser (S).

For hver eneste kombination vil der geelde at sandsynligheden er p™ - (1 — p)™~", da p forekommer
r gange i produktet og (1 — p) sa ma forekomme n-r gange (resten). Eks. SFFS (ved b(4,2,p))

Men da vi kan opstille K (n,r) mulige kombinationer
Lille eksempel (4,2): SSFF, SFSF, SFFS, FSFS, FFSS, FSSF

og da sandsynligheden er den samme pa kombination, sd ma den samlede sandsynlighed veere
PX=r)=Kmr)-p"-1-p)""

Hermed bevist

Skal vi beregne alle sandsynligheder for x-antal mulige succeser, kan vi fa Nspire til at give os en
liste med disse veerdier i én beregning:

binompdf (5, 1/6,{0,1,2,3,4,5}) giver dig en liste med svarene til P(X = t) for alle t.

Tip: Skal du bruge en lengere liste, kan du med fordel benytte seq(i, i, 0, n), hvor n er vores
antalsparameter. | eksemplet fra ovenstaende binompdf (5,%,seq(i, 0,5))

Vi kan pa denne made lave falgende skema: (til hgjre har vi plottet (t, P(X = t)) )

Antal : Sandsynlighed P(X=t)
succeser t P(X=) 0.45
1 0 5 5 0.4% °
0 K(5,0)-<—) <—) = 0.401878
6 6 0.35f
1 K(S,l)'(g) '(g) = 0.401878 031
7 o 0.25F
2 K(5,2)-<g> '(g) = 0160751 0.2k
X 0.15F 4
3 1((5,3)-(g '(g) =0.03215 o1l
¥ /5\t 0.05}
4 K(5,4)-(g) '(g) =0.003215 L]
15 5.0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
5 K(S,S) ) (g) (g) — 0.000129 Antal succeser t

Vi siger at antallet af succeser X i dette eksperiment er binomialfordelt med primarsandsynlighed %
0g antalsparameter 5. Grafen er en diskret sandsynlighedsfordeling.

Henrik S. Hansen, Sct. Knuds Gymnasium


http://www.youtube.com/watch?v=IXb_O3rk-yo&feature=youtu.be

Eksempelvis:

| et terningspil skal der slas 200 gange med en terning og det gaelder om at sla seksere.

Tegn sandsynlighedsfordelingen for forsgget, og bestem sandsynligheden for at sla 43 seksere ud af
200 forsgg.

Jeg opretter to lister og plotter disse

Liste med antal succeser

succeser: =seq(r', 1,0, 200]
> { 0.,1..2.,3,4.,5.6.,7.,8.,9.,10.,11.,12.,13.,14.,15.,16.,17.,18.,19.,20.,21.,22.,23.,24.,25.,26.,27.

Liste med sandsynligheden for netop x—antal succeser.

»

1
sfs:=bi110def‘200,—,succeser
6

v { 1.458€°16,5.832e715,1.161€E-13,1.5326"12,1.509€6-11,1.183€-10,7.69€°10,4.262E79,2.057€78,8."

. 1
For 43 sekser er sandsynligheden s43:=bi110def‘200,—,43) » 0.0143
. 6

0.083 ¥ R
. . (succeser,sfs)
0.01 { : . Y
21.67 10_J7 " 218.33

Der er tale om succes eller fiasko sé “eksperimentet er binomialfordelt. Antalsparameteren er 200,
den primare sandsynlighed er % sa jeg kan blot bestemme binopdf (200,%,43) = 0,014 hvilket

svarer til ca. 1,4%. Pa grafen ses en lodret linje gennem 43, og den skeerer et punkt.
Andenkoordinaten til dette punkt er 0,014.

I et kortspil geelder det om at treekke spar. Hvad er sandsynligheden for at traekke 15 spar ud af 50
forsgg? Tegn sandsynlighedsfordelingen.

Lav opgaver i haeftet. PDF
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https://www.dropbox.com/s/puxwil8l36qmixu/Sandsynlighedsregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Kumulerede binomialsandsynligheder
Hvis vi leegger alle sandsynlighederne sammen sa skulle vi gerne fa 1 (100 %). (video)

I Nspire kan vi bestemme den kumulerede sandsynlighed op til et bestemt antal ved
binomcdf (5,%, 2) = 0.964506, altsa er der 96,45% sandsynlighed for at fa 0,1 eller 2 succeser

ud af 5 forseg med en primer sandsynlighed pa %

Hvis vi skal bruge hele listen, sa kan vi skrive binomcdf(S,%, seq(i,,0,5))

Kumul
Antal P(X=1) (Kumulerede SS)
succeser t P(X<t)
1 0 5 5
0 K(5,0) - (g) . (g) = 0.401878 0.401878
1 1 5 4
1 K(51)- (6) : (8) = 0.401878 0.803755
1 2 5 3
2 K(52)- (g) '(g) = 0.160751 964506
1 3 5 2
3 K(5,3) - (g (8) = 0.03215 .996656
1t /5"
4| ke () +(3) = 0003215 999871
2 K(5,5) - <g) '(g) = 0.000129 1
Ud fra de kumulerede sandsynligheder kan vi som under deskriptiv statistik bestemme
sandsynligheder som Kumulerede sandsynlighed
1r ° ° °
P(X < 3) =0.996656 0,951 :
P(X>3)=1-P(X<2)=1-0964506 = %9
0.035494  osv... 0.85F
0.8F .
0.75F
0.7F
0.65f
0.6F
0.55F
0.5F
0.45f
0.4% I

1 1 1 1 1 1 1 1
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Antal succeser t

Denne fordeling af sandsynligheder kaldes en diskret fordeling, og punkterne forbindes IKKE.
Arsagen er helt simpelt, at der kun eksisterer hele antal succeser.


http://www.youtube.com/watch?v=rZkv9gZzCEw&feature=youtu.be

Eksempelvis:
| et terningspil geelder det om at sla sa mange seksere som muligt ud af 200 slag

Tegn den kumulerede sandsynlighedsfordeling for b(zoo,%,r), hvor 0 < r < 200, og bestem

sandsynligheden for at sla mindst 44 seksere.

Jeg opretter to lister og plotter disse

Antal succ
succeser. =

eser
> :0,‘1.,2,.5.,-}..'3..6.,7..8..9..10“11..13..13,.14,.15..16..17.,18..19.,20,,21. 22.,23.,24.,25.,26.,27.
»

seqli,i,0,200)

ulerede sandsynlighed

Den kum
1
ku mss:=binomCdf(200,—,sncceser
i
» : 1.458e°16,5.978€-15,1.226713,1.654€°12,1.674€"11,1. 55E‘10.9.04E‘10.'§. 166e79,2.573e-8,1.13¢
: 1
Sandsynligheden for 44 seksere eller flere ss44:=(1—binomCd((200,—.45))~ 100 » 3.008 %
6
3 A
1.1y 1y
4 =43 .
: ZOOMET S
.. (succeser ku lllSS) (succeser‘kmnss) P
. ' (43,0.97)
0.1 :. =43 .
o ; X
0 200 40 4y
I et kortspil gar det ud pa at traekke spar. Hvad er sandsynligheden for at traekke mindst 15 spar ud

af 50 forsgg? Tegn den kumulerede sandsynlighedsfordeling.

Lav opgaver i haeftet. PDF
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https://www.dropbox.com/s/puxwil8l36qmixu/Sandsynlighedsregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Middelveerdi, spredning og varians for binomialfordelt stokastiskvariabel
Jeg vil om lidt vise, at middelveerdien for stokastisk variabel, som er binomialfordelt, er givet ved

p=EX)=n-'p
Vi kan i fgrste omgang ngjes med at bestemme den, som navnt i tidligere afsnit om middelveerdi

5
u=0-0401878 +1-0.401878 + 2-0.160751 + 3-0.03215 + 4 - 0.003215 + 5- 0.000129 = 0.83225 = 3

Lav opgaver i haeftet. PDF

Saetning: Middelvaerdi, varians og spredning for en stokastisk variabel der er binomialfordelt

Lad (U, P) veere givet og X vaere binomialtfordelt med antalsparameter n og primarsandsynlighed
p, dvs. X~b(n,p)

Sa geelder der at:
1. Middelverdien for X er givet ved:
p=EX)=n-p
2. Variansen for X er givet ved:
var(X) =n-p-(1-p)

3. Spredningen for X er givet ved:

o(X) = /var(X)

Bevis: *Her vil vi kun bevise middelveerdien._ (video)

P(u")% J X (u)
For at beregne middelvardien indfgres n stokastiske \>u1 v
variable X,,i=1,..,n. Hvor X; antager verdien 0 hvis der er <r— X(U)
tale om fiasko og veerdien 1 ved succes. Dertil hgrer nu fglgende
sandsynligheder: —v uis u2
P(X;=0)=1-pogP(X; =1) =p. un

Middelverdien for hver enkelt X; kan nu beregnes som:

EQX) = ) X)) P@)=0-(1-p)+1-p=p
i=1

Da X er summen af alle succeser ma der geelde, at X = X; + X, + -+ X, = Y-, X;
E(X)=E(X;+---+X,))=E(X)+---+E(X,))=p+--+p=np

Hermed bevist

Lav opgaver i haeftet. PDF
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https://www.dropbox.com/s/puxwil8l36qmixu/Sandsynlighedsregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0
http://www.youtube.com/watch?v=w4jdzCIciTY&feature=youtu.be
https://www.dropbox.com/s/puxwil8l36qmixu/Sandsynlighedsregning_Nspire_opgaver.pdf?dl=0

Barske Bernhard og Lasse Lusk (binomialfordeling)
En lille historie, som kan satte et hele lidt i perspektiv, og hvordan | maske kan anvende jeres viden
senere ©. Den er skrevet af AM.

999999

Barske Bernhard og Lasse Lusk mgdes pa beverding og spiller terning. Den, der slar feerrest seksere,
skal give gl. Lasse vinder og Barske Bernhard bliver sur: ”Du snyder! Terningen er ikke agte.” Det
benaegter Lasse Lusk selvfelgelig: ”Det er en ren tilfaeldighed — har du aldrig leert noget om
sandsynligheder?” Det har Barske Bernhard faktisk, men han har glemt det igen, og det ger ham
ikke mildere stemt. Tvisten udarter og Barske Bernhards kglle svinges mod stakkels Lasses hoved,
da Statistik Math, som har siddet ved et af nabobordene og overhert diskussionen, blander sig: "Hej,
slap nu lidt af — hvad er problemet?” ”Han snyder” fnyser Bernhard Vi har spillet 200 spil, og han
har slaet seksere de 44 af gangene!” Sa dukker der lidt af den glemte sandsynlighedsleerdom frem
pa lystavlen. ”Sandsynligheden for at sla en sekser med en @&gte terning er en sjettedel, er vi ikke
enige om det?”, siger Bernhard. De to andre nikker. ”Jamen, sa skulle han jo kun slé en sjettedel af
200” — regne — regne “altsd under 35 seksere, sd 44 er alt for mange!”

”Det har du maske ret i, men lad os lige undersege det naeermere.”, siger Statistik Math. Vi kaster
en terning, og det eneste, vi interesserer os for, er, om det er en sekser eller ikke.” Der

nikkes. “Dette eksperiment gentages 200 gange, og udfaldet hver gang er uathangigt af, hvad vi fik
sidste gang. Altsa er antallet af 6’ere, som vi kan kalde X, binomialfordelt med antalsparameter 200
og sandsynlighedsparameter 1/6, hvis terningen er i orden, ikke?”” Barske Bernhard, som undervejs i
Math’s udredning har fremkaldt nogle skjulte erindringer fra sine matematiktimer, nikker
bekreeftende, mens Lasse, som ikke tgr indremme, at han ikke aner, hvad de snakker om, tavende
accepterer.

”OK, lad os sé se”, siger Math og haler sin lommecomputer med NSPIRE frem. "Hvor mange
seksere, ville du acceptere, at Lasse slar, Bernhard, hvis du skal godtage, at terningen er
egte?” "Mellem 30 og 40!”

”Nu skal du bare se noget smart. Da du gik i skole skulle du selv regne ud eller sla op i en tabel.
NSPIRE klarer det nemt!”

’binomcdf(200,1/6,40) angiver, sandsynligheden for hgjst at fa 40 seksere. Derfra skal vi sa traekke
sandsynligheden for mindre end 30 - dvs. binomcdf(200,1/6,29) - nar vi skal finde mellem 30 og
40.” Math taster og viser Nspire-resultaterne for Bernhard og Lasse.

binomcdf(ZOO, % 40] i binomcdf(ZOO, % 29] _ 673969

”Lasse har altsd kun 2/3 chance for at tilgodese dine krav Bernhard, selv om terningen er @gte. I en
tredjedel af tilfeeldene vil du helt uretferdigt komme til at anklage ham for at snyde. Du risikerer at
begar den fejl at du forkaster en sand hypotese (hypotese: at det er en &gte terning) - fejl af 1. art.
Synes du det er fair?” ”Na nej, det er maske lige groft nok” medgiver Bernhard men hvad si?

Hvis jeg giver ham laengere snor, sa risikerer jeg jo selv at blive snydt - hvis jeg godtager en starre
margin, og terningen sa faktisk er falsk.” ”Der har du fat i en vigtig pointe. Hvis du accepterer en
forkert hypotese (hypotese: at det er en &gte terning), begar du ogsa en fejl — det kaldes fejl af 2.art.
| statistik er det almindelig praksis sa at sige at lade tvivlen komme den anklagede til gode, s man



vil ikke lade sandsynligheden for fejl af 1. art veere ret stor. Standarden er 5 %, men man ser ogsa 2 %
0g 10 %. Denne granse kaldes signifikansniveauet.”

”Jamen jeg vil da ikke vare urimelig”, siger Bernhard ”Jeg holder mig til standarden pa 5 %, men

44 ud af 200 er altsd mange. Er det ikke for mange?”

”Nu skal du hgre. De 5 % deles op med 2,5 % til hver side.” ”Det forstér jeg ikke!” Jeg prover lige

at lave en grafisk oversigt.” “Hvis du ser pa den, kan du godt se, at det bade er fa seksere og mange
seksere, der er lidet sandsynlige, ikke?”” ”’Jo, det er klart nok, og sa er det derfor, man deler op i 2,5 %
usandsynligt fa og 2,5 % usandsynligt mange?” ”Nemlig. Det kaldes en tosidet test — bade for sma

og for store veerdier er kritiske. Vi kan sa prgve at finde ud af, hvilket antal der giver en

sandsynlighed pa omkring 2,5 % for dem, der er mindre end det antal, og hvilket antal der giver en
sandsynlighed pa ca. 2,5 % for dem, der er starre. Disse 2 tal kaldes de kritiske veerdier, fordi de
seetter graensen for, antallet af seksere du vil acceptere, uden at beskylde Lasse for at snyde. Vi
benytter igen Nspire til at give os de kumulerede sandsynligheder — husk lige at 2,5 % er 0.025.”
binomcdf(ZOO, % 22] — 016277 binomcdf(ZOO, % 23] — .026928

”Den ene (lave) kritiske verdi er altsa 22, sa alt under 23

betegnes som FOR USANDSYNLIGT. Det kritiske niveau ir e S LALAM

nedadtil, dvs. risikoen for at bega fejl af 1. art ved sma 0.9
veardier er 1.6 %. | den anden ende ser det sadan ud:” zj I
P(X >44) =1 - binomcdf [200, i 43) =.03008 0.6- L

6 0.5~ *
P(X >45)=1- binomcdf(ZOO, % 44} =.019894 0.4- .

0.3- .

”Den anden (hgje) kritiske verdi er altsd 45, sé alt over 44 0.2- .
betegnes som FOR USANDSYNLIGT. Det kritiske niveau 0.1~
opadtil, dvs. risikoen for at bega fejl af 1. art ved store 20222426 283032 34 36 38404244 46 48 50

veerdier er 2,0 %. Det kritiske niveau er altsd 1,6 % + 2,0 %

= 3,6 % < 5 %, som var dit signifikansniveau.” ”’Sa ma jeg jo acceptere, at Lasse slog 44 6’ere med
en @rlig terning”, konstaterer Bernhard @rgerligt. Tja ...Hov vent nu lidt. Lasse kunne da aldrig
dremme om at snyde, s han fik f4 6’ere. Vi kan se bort fra det lave antal.” Lasse temmer sit glas og
lusker ud ad deren. ”Du har fat i det rigtige. Man skal vurdere, den alternative hypotese ud fra
kendskabet til virkeligheden. Du argumenterer her for, at

testen skal vaere ensidet — kun hgje veerdier skal veere kritiske. 1- Cpeeeeee
Sa kan du anvende hele signifikansniveauet i den hgje 0.9-
ende.” “Hallo, sa ligger Lasses resultat pa 44 jo i den kritiske ~ o8- o
mangde!!!!!!! Jeg teenkte det nok!” Bernhard vender sig 0.71 i
rasende om — men Lasse er forsvundet. Han skriver den osr R
kritiske veerdi ned pa en glbrik for det tilfeldes skyld, at han 23 *
skulle stade pa Lasse Lusk igen, og gar sa op og henter to o3l !
Guinness til Math og sig selv. 0.2- 1
0.1- °

20222426283032343638404244464850



Historie
(afsnittet er taget fra Mat B2, Systime)

Man regner normalt italieneren Girolamo Cardano (1501-1576) som grundleggeren af
sandsynlighedsregningen. | hans afhandling Liber de ludo alen fra 1564 omtales sandsynligheder
for kortspil og terningkast.

De Mérés problem

En begyndende matematisk teori for sandsynlighed skyldes den franske matematiker og filosof
1654 Blaise Pascal (1623-1662) og hobbymatematikeren Pierre de Fermat (1601-1665). Desuden
optradte den lidenskabelige spiller Chevalier de Méré. Han sa pa fglgende to haendelsen

A: at fa mindst én sekser ved fire kast med en terning
B: at fa mindst én dobbeltsekser ved 24 kast med to terninger

0g mente, at den farste var mest sandsynlig — det sagde hans erfaring ham.

Vi kan nu med vores viden beregne sandsynlighederne for dette, og se om han har ret.

A: Sandsynligheden for at fa mindst én sekser ma vaere P(mindst én sekser) = 1 —
4
P(ingen sekser) =1 — (2) ~ 0.5178

B: Sandsynligheden for at fa mindst én dobbeltsekser ma veere

35

24
P(mindst én dobbeltsekser) = 1 — P(ingen dobbeltsekser) =1 — (g) ~ 0.4913

Chevalier de Méré havde altsa ret.

Den delte indsats
Et problem, der i en del ar optog spillere, var falgende:

”Hvordan skal man dele udbyttet i et spil, der inden sin afslutning atbrydes pludseligt”

Pascal og Chevalier de Méré diskuterede netop dette problem. Vi kan som illustration se pa
falgende terningspil mellem A og B, der skiftes til at kaste med en terning. De indskyder hver 150kr.
inden spillets begyndelse, dvs. der er 300kr. i puljen.

Reglerne er falgende: Hver af de to spillere vaelger et tal mellem 1-6 og de skal veere forskellige. Nu
gar det ud pa at sla sit slag tre gange i alt.

Lad os antage at spiller A har valgt 2 og spiller B har valgt 5, samt at deres spil kunne se saledes ud

Spiller | A B A B A B A B A B A B

@jne 1 6 2* 3 2* 2 6 o* 4 1 4 1

Med * er markeret de heldige slag for hver af spillerne. Nu ma spillet imidlertid afbrydes, og
spgrgsmalet er, hvordan de 300kr., der er indskudt, skal fordeles mellem A og B.



Argumentet fra A er falgende: A har slaet sit tal to gange, og det bedste, der kan ske, er at han i
naste slag slar 2, hvorefter han har vundet de 300kr. Det veerste der kan ske er at han ikke slar 2 og
at B slar 5, og i sa fald star de lige. Derfor er det naturligt at A farst gar krav pa de 150kr., han er
sikker pa, samt halvdelen af de 150kr. han er usikker pa, dvs. 225kr.

Argumentet fra B er fglgende: B’s chance for at sla to 5ére er halvt sa stor som A’s chance for at sla
en 2ér. Derfor skal puljen fordeles sa A far 2/3 og B 1/3, dvs. A skal have 200kr. og B 100kr.

Pascal kunne ikke lgse problemet og preesenterede det derfor i et brev til Fermat i 1654. Det
udviklede sig til korrespondance mellem de to matematikere som med denne brevveksling skabte
grundlag for den klassiske sandsynlighedsregning. Det medfarte, at det i det neevnte eksempel var A,
der fik ret.



